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ESERCIZI DI FISICA MATEMATICA 


del Prof. Vito VOLTERRA 


Mi permetto di presentare ai lettori di questa Rivista alcune note 
sopra varii punti delle teorie fisico-matematiche. Questi articoli non 
hanno lo scopo di offrire sia risultati originali, sia ricerche condotte 
con metodi originali. Come il loro titolo lo denota essi hanno un fine 
molto pit modesto, quale é quello di presentare alcune semplici ap- 
plicazioni delle teorie che ordinariamente si svolgono in un corso di 
fisica matematica; ed @ percid che spero abbiano da riescire non inutili 
per chi cerchi delle esercitazioni sopra argomenti uditi nelle scuole. 





I 


Sulle funzioni potenziali. 


1. Nella teoria del potenziale si dimostra che, se in un dato campo, 
ove non esistono masse, le tre derivate della funzione potenziale sono 
nulle, esse si conservano sempre nulle finché non si attraversano delle 
superficie 0 degli spazii ove sono distribuite delle masse. I] teorema 
sussiste, tanto se il campo dato é una porzione qualunque dello spazio, 
quanto se esso é un pezzo di superficie cosi piccola come si vuole. 

Questo teorema conduce alla conseguenza che, quando sopra un 
elemento di superficie si conosce il valore della funzione potenziale e 
della sua dérivata rispetto alla normale alla superficie, la funzione 
stessa é determinata in tutta la parte dello spazio i cui punti possono 
collegarsi mediante una linea continua colla superficie, senza incontrare 
masse. Mediante una ben nota formula dovuta al Poisson si risolve il 
problema della costruzione effettiva della funzione potenziale quando 
si suppongono noti i valori di essa e della sua derivata rispetto alla 
normale nei punti di un pezzo di piano tanto piccolo quanto si vuole. 
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a, 

Questa notevole formula stabilisce un legame fra ogni funzione po- 
tenziale ed una funzione di dwe variabili complesse. Indipendentemente 
da questo resultato il Mehier (*) ed il Beltrami-(**) hanno mostrato 
che i potenziali simmetrict possono connettersi colle funzioni di una 
variabile complessa, per mezzo di una formula Ja quale, senza ricorrere 
a sviluppi in serie (***), risolve il problema di costruire una funzione 
potenziale simmetrica quando se ne conosce il valore lungo una por- 
zione dell’asse di simmetria. 

I due resultati hanno relazione molto intima fra loro. I] ravvici- 
narli e farli dipendere in modo molto semplice dalle formule sul po- 
tenziale dell’ellissoide, che di solito si espongono in ogni corso sulla 
teoria del potenziale, credo che sia cosa non del tutto inutile, tanto pit 
che la formula di Poisson suole ordinariamente ricavarsi dall’integrale 
generale dell’equazione del suono, ed in un corso sulla teoria del po- 
tenziale pud riescire comodo di ottenerla invece direttamente valendosi 
soltanto di resultati gid stabiliti nella detta teoria. 


2. Partendo dalla funzione potenziale di un’ellissoide di rivolu- 
zione intorno all’asse maggiore, e supponendo che due degli assi ten- 
dano a zero, si trova la funzione potenziale di una retta sotto la forma 


i ee 2? ) adrzr 


V=za| 


JA A a+ 4 | aa 


in cui 2a rappresenta la lunghezza della retta, x, y , 2 le coordinate 
del punto potenziato, riferite alla retta presa come asse 2 ed a due 
altre « e y ortogonali, supponendo |’origine nel punto di mezzo della 
retta stessa. Fra la densité in un punto della retta e la funzione f passa 


la relazione 
2. 
(1) p(@)=nt(1—<). 


a?) 
A é la radice positiva dell’equazione 


2 


“+y? a 


a 





(*) Zur Theorie der Vertheilung der Elektrictlat in leitenden Korpern. 
Math. Ann. XVIII Bd. 

(**) Sulle funztioni associale e specialmente di quelle della calulla s[e- 
rica. Mem. Acc. di Bologna, S. IV, T. 1V. 

(***) Vedi THomson und Tait. Handbuch der Theoretischen Phisth. 1 Bi,, 


ll Th., § 546. 





es 
In modo analogo la funzione potenziale di un disco circolare di 


raggio b giacente nel piano ay col centro nell’origine pud mettersi 
sotto la forma 





arty? = dd 
be +A (b? + A) Va z 


ove fra la densitd p, (s) del disco in un punto distante dal centro di 


awe ®) 
V,=20"|, 9 | 
. 2 


= =b) 1—se la funzione ¢ passa la relazione 
' TP 2. Fis) 
(2.4) Px (8) =/ ; 
od ) S—-u “oe 8 
la cui relazione inversa é 
Me d 
(2b) p(s) =— *§ py (u) _ 
0 | S— eM 
dy & la radice positiva dell’equazione 
arty 2 


ca <a 


Seal hs 
Ora V diventa eguale a V, prendendo 
1 
20 = p (s) nie 
a 


Infatti avremo 


e cambiando in questa formola A in a? +A si ottiene 








/ xv + y? zs da 


* 
(3 V,= fi — ae _ 
ei) een | \} a PN Vara 


ah. 


a 


Dalle (2) segue 


py (8) = — 


oo 
Ye—u Vs 


e dalla (1) 
1 on 

f(u)=—e(a V1—2) 

a 


f" (12) ‘(aV1 = 
(u) = — ——_—— p (af1—#); 
an\V/i—ez Se 


(*) Vedi Betti, Teoria deile Forze Newloniane, pag. 85 e seguenti, 








er (udu 


Vic 


(40) 


Osserviamo che, come la funzione 


mm 








V(« — x,)* + (y —y,)? + (2 —2,)? 


rappresenta la funzione potenziale di un punto di massa me di coor- 
dinate 2,, ¥,, 2, Cosi potremo dire che 


nm 


! [a — (X,+ ¢ 2)? + [y —(Y + iy,)) + [2 — (4, -+ 7 2,)}? 








é la funzione potenziale di una massa m concentrata nel punto im- 
maginario dello spazio avente le coordinate 7,+ ix, , y,+-7y, , 
Z+72,. 

Cid premesso le formule (3), (4a), (4b) conducono alla seguente 
proposizione: 

Teorema la. Abbiansi tre asst x, y, 2 ortogonali, ed una massa 
distribuita sull’asse z dal punto —a al punto a colla densita p (2) 
(essendo p(z) = p(—2z)). La funzione potenziale di una tale massa ¢ 
uguale a quella di una massa distribuita net punti immaginarti del 
piano xy di coordinate 


w=itrcood , y=irsenéd , (¢a>r>0) 
colla densita superficiale 


§ f(aVi-u) ,, Lela) 
oVs—u Vi-u a7 Ve 





essendo 





— am 


Teorema 1b. Abbiasi una massa distribuita net punti del cerchio di 
raggio b situato nel piano xy col centro nell’origine, colla densita 
superficiale p, (r). Questo disco avra la stessa funzione potenziale dr 
una massa distribuita net punti immaginarii dell’asse z di coordinate 

tz (o>z>—b)) 
colla densita 
ad d 
- 0 Vs—z 


essendo 


In particolare, prendendo successivamente le densit& p e p, costanti 
ed eguali a K, i teoremi precedenti divengono: 

Teorema 2a. La funzione potenziale di una massa di densita co- 
stante K distribuita sull’asse z dal punto —a al punto a é uguale 
alla funzione potenziale di una massa distribuita nei punti immagi- 
narti del piano xy di coordinate 

x=itreoeéd , y=ireené , @xar>0), 
colla densita superficiale 
4 
Pa a Ss 


Teorema 2b. La funzione potenziale di un disco omogeneo di den- 
sita K di raggio b situato nel piano «wy col centro nell’origine, é 
uguale alla funzione potenziale di una massa distribuita net punti 
immaginarii dell’asse z di coordinate 


42 (b> 2> — b) 
colla densita lineare 


=—2iK/P—2. 
Un’altra conseguenza del teorema 1a é la seguente. 
Teorema 3a. La funzione potenziale di due punti di masse +-1 
e —1 situati sull’asse z alle distanze rispettive +-a e —a dall’ori- 
gine, @ eguale alla funzione potenziale di un doppio strato distribuito 
net punti immaginari del piano xy di coordinate 


a=ireoosd , y=irsend , (axrs0) 
col momento 
1 


= — —— , 
% Ve — 





a 
Supponiamo infatti dapprima distribuito sull’asse z dal punto — a 


al punto a una massa omogenea M, di densitt — K. Essa avra la stessa 
funzione potenziale della massa M,’ di densité superficiale 


distribuita nei punti di coordinate 
“e=ireoss , y=irsend , 2z=0 (a>r>0). 


Distribuiamo poi sull’asse z una massa M, della densit’ +- K dal 
punto —a-+-< al punto a-+-«. Ad essa corrisponder&é una massa M, 
distribuita nei punti di coordinate 


@=ircosd , y=irsend , z=é (a=>r> 0) 
colla densité superficiale 


K 
(= Sa 

x] a? — x? 

Prendiamo |’insieme delle due masse M, e M, e facciamo tendere < a 
zero, mentre A's si conserva eguale ad 1. Otterremo al limite sull’asse 
z due punti di masse +1 e — 1 alle distanze + a e —a dall’origine. 
Prendendo invece l’insieme delle due masse M,’ e M,’ al limite. si ot- 
terra un doppio strato di momento 


1 


7./—>—. 
aVa—r 


Il teorema resta quindi dimostrato. 

In modo del tutto analogo partendo dal teorema (2b) relativo al 
disco omogeneo e passando da esso al caso di un anello circolare si 
trova il teorema seguente: 

Teorema 3b. Un anello circolare di densita eguale ad 1 situato nel 
piano xy col centro nell’origine ha la stessa funzione potenziale di 
una massa distribuita nei punti immaginarii dell’asse z 


tz (b>z2>-—b) 
colla densita 
2ib 
i, 





ans dias 


3. Premessi questi teoremi, denotiamo per semplicit’ con m la 
massa distribuita sull’asse z secondo l’ipotesi fatta nel teorema 2a e 
con m,' la massa equivalente distribuita nei punti immaginarii del 
piano a y e analogamente indichiamo con m, l’insieme dei due punti 
materiali considerati nel teorema 3a e con m,’ il doppio strato equi- 
valente distribuito nei punti immaginarii del piano ay. Abbiasi un 
sistema qualunque di masse che supporremo esterne al segmento del- 
l’asse compreso fra z= — a e 2=-+<a. Sia V la funzione potenziale 
delle masse m. Pel teorema di Gauss il potenziale P, di m su m, sara 
eguale al potenziale di m su m,'. Ora il potenziale di m su m, si cal- 
cola immediatamente e si trova 


P,—K |" V,0,2)ae. 


Per avere il potenziale su m,' bisognerd prendere la V nei punti 
del piano wy cioe V (x,y,0) e prolungarla per i valori complessi di 
xe di y. Otterremo cosi la funzione di due variabili complesse 


(5) V(a@+it,y+iés ,0) 
tale, che 


V(a+it w+itl ,Og=0,=0=V(w,y,0). 


La (5) da i valori della funzione potenziale delle masse m nei punti 
immaginarii del piano 2, y; quindi otterremo immediatamente: 


27 “a i” idr 
as| V (ircos 6, irsen 6,0) ———— = 
e 0 a® — r* 


K 27 a -dr 
ia oe d6| V(ircos4,trsen 4,0) meee 
0 “0 


| a? — 7? 


Eguagliando i due valori trovati per P, si ha 


9 
°6 rdr 
—— 


a —? 


7 na 
as| V (ircos$,ir sen6, 0) 
/ 0 


7 


. 0 


V(0,0,2)de——| 
a 


e derivando i due membri rispetto ad a 
V (0,0,a)+V(0,0,—a) = 


27 a 

1 2dr 
‘oie | asf V (ircos4,érsen 6,0) ————. 
a 0 0 Va —r? 





a ee 


In modo analogo prendiamo successivamente il potenziale P, delle 
masse m su m, e m,', tenendo conto del modo con cui vanno calcolati 
i potenziali sui doppi strati otterremo 


ae ekere ee 


(6) noe “aa V': (ir cos 9,irsen 4 _ 


a? — 7 
27 a s rar 
=— sas ne (¢rcos 6, irsen 6,0). , 
| a —?r 


ove V’; rappresenta la derivata parziale di V rapporto a 2; funzione 
che dovremo supporre prolungata anch’essa per i valori complessi delle 
variabili a ed y. 

Eguagliando fra loro i due valori trovati per P,, abbiamo 


(7) V(0,0,a)+V(0,0,-—a = 


2 l 
+ asf" V'; ‘ir cos 6, trsen 6 , 0) iad 


|/ a— 7 


Dalle (6) e (7) segue 


1a 
V(0,0,a)—st 2 an V (ircos4,irsen 6, ae 


27 


1 -_ 
+5 | af Vi (iv cos 6,7 sen 6,0) 
22J 4 


Cambiando l’origine nel piano 2,y e ponendo z in luogo di a la 
formula precedente dd luogo all’altra 


(A) V(w,y,2)= 

1 1 %, e . 
<a dé V(xv-+-trcos4,y +r sen 6,0) ids 
ailste dd 


2 


V ot _.. 9 
as ;? , ' rdr 
| as | V': (w+ ircos$,y-+érsen 4,0) ———— 


- 9 
/ 0 ~ 06 \ 2 _— 72 


la quale é valida ammettendo che la parallela all’asse z che dal punto 
“2,Y,—2 va al punto w,y, 2 sia esterna alle masse m, 





re en 


Questa formula (*) scioglie evidentemente la questione di determinare 
una funzione potenziale V (a ,y, 2) quando si conosce sopra un pezzo 
di piano ¢ esterno allo spazio occupato dalle masse, il suo valore e quello 
della sua derivata rispetto alla normale al piano o. La soluzione si otterr? 
prendendo gli assi x , y,2 in modo che il pezzo di piano ¢ appartenga 
al piano « , y. Bisognera quindi considerare le funzioni note V (x, y , 0), 
V': (v7 ,y,0) e prolungarle pei valori complessi delle variabili w e y; 
finalmente si applicher& la formula (A). In tal modo si determineranno 
i valori di V(a,y, 2) nella porzione del cilindro S simmetrico rispetto 
al piano wy, avente per base o entro il quale non capitano masse‘ 
ma una volta determinata la V entro S si potr’ prendere un pezzo 
di piano arbitrario co’ contenute in S. In esso conosceremo il valore 
di V e della derivata rispetto alla normale, quindi potremo ripetere 
per o' le stesse operazioni gid eseguite per ¢ e cosi procedendo di se- 
guito potremo prolungare la funzione potenziale V finché sara possibile. 

Come abbiamo detto fin da principio la formula (A) stabilisce un 
legame fra le funzioni potenziali e le funzioni di due variabili com- 
plesse. Il teorema a cui si perviene mediante tale osservazione é il 
seguente. 

Teorema 4. Siano F(f, ,f,) e D(G,,f,) due funzioni arbitrarie 
delle variabili complesse ¢, @ §, reali per i valori reali di §, e f,. 

Sia ¢ un campo tale che per tutti ¢ valori reali di a e y interni 
aac le funziont 


a / g ¢ a 
POisSel@,y) , O(,,S21 vy) 
si comportano regolarmente ed oltre a cid i raggi di convergenza det 
detti elementi siano sempre superiori ad R. In tale ipotesi, posto 
G¢,=ae+itreoséd , (,=y+t+irsend, 
la funzione 
(A’) V(e@,y,2)= 


1 a?7 ad dr 
: | a6 | F (w+ trcos6, y+ ér sen 6) ——— 
0 / ge 


/ oe —7* 


2) de. 


0 


1 27 od rdr 
+ —— dd} DO (@+ircos4,y+irsen 4) — 
22J 6 Js 2 a 


gode delle sequenti proprieta: 


(*) La formula (A) é la formula data da Poisson nel § (8) della sua Me- 
Moria Sur les équations aux différences parlielles. Mem. de |’Acad. des 
Sciences, T. III, 





aie Oss 
1°) entro il cilindro § simmetrico rispetto al piano x y avente per 
base o e per altezza 2R é reale finita e continua insieme alle sue de- 
rivate ; 
2°) entro S soddisfa l’equazione differenziale 
A?V=0 
3°) sul pezzo di piano ¢ si ha 
Vir,y,0)=F(ey) (F)_=—%@,y). 


EA 
w 


Per dimostrare direttamente questo teorema, cominciamo dal con- 
siderare la funzione 


on 
f(e,y,2)=— ca F (@ + ircos6,y+irsen 4) — 


, dr 


Per mezzo di una integrazione per parti, avremo 


. " 1 27 F —_— 
f (x,y,z) F (x,y)+ <= [ i icos 6+ — adm 7 I 2—rd 


af, 


e quindi 


Da questa formula segue 


fe 61 f2* tor F 
| as | f ae 


D« yy 
a7 0 


*- 0 


-) 


oF tebe. 


3 Fr t 
parti rispetto a 6, si ha 


dr 


i= 


9° 
2 — 7 


oF 
2 ——_—sen 4 cos 9— 





aa ee 


e mediante integrazione per parti rispetto ad 7 


I rT 32 
~z ésen 4) arco sen ea -- 
2 z 0 
2K , 
Cc 
sen 4 cos 6 — => Sen’ 6) arco sen-dz. 


0S," / = 


e F 
[ ig fs wd écos 6+ or isen 6) 
ae / 


dz.". dg 
Ay 

deer, ae 
ay geen’ 4 2 
C$ 


\ 


quindi 
a°F 


Oz 42 


- is 
2 re 
Ora 
2 
(10) ort 
dunque 


(11) 


Analogamente ponendo 


1 2 ‘ 


(8) P(x,y,2)= on. 15 ® (x +rcos ” y+ irsens) 
0 0 


avremo 
- $008 § -+4- ésen 5 


¥Y ou a 


Dalla (A’) segue 





quindi 


e a cagione delle (9) e (8) 


of 
V (e,y,0) =| 2 > = =F(a,y) . 


Dalle (10) e (9') si ha poi 


(Fe) no Geno * Geleg = 2 0729?- 


E facile finalmente riconoscere che V é reale. Infatti dalla (A’) segue 
che mutando § in §-+-z, V non deve mutare, e questo cambiamento 
equivale a mutare nella (A’) stessa, ¢ in —7. 


4. Procediamo per i potenziali simmetrici, in modo analogo a 
quello che abbiamo tenuto precedentemente nel caso dei potenziali ge- 
nerali. Chiamiamo m, la massa distribuita nell’anello secondo il teorema 
3b, ed m,' la massa equivalente distribuita nei punti immaginarii del- 
l’asse z. Il potenziale sopra m, di un sistema di masse m distribuite 
simmetricamente rispetto all’asse 2, sara eguale al potenziale di m 
sopra m,’. 

Denotiamo con V (7,2) la funzione potenziale della massa m. Il 
potenziale di m sopra m, sara 
2b V (b,0) 
ed il potenziale sopra m,’ si otterré prolungando i valori di V (7,2) 
per valori immaginarii di 2, ed avremo 
b Qi 
‘ ib 
= | V (0,72) ——— rdz 
J—bd } 5? — of 
quindi eguagliando questi due valori del potenziale risultera 
1 (2 é dz 
V(o,0)=— V (0,¢z2) —— 
zJI—bD | OF ns 


da cui si deduce immediatamente 


(12) 





So 
Separando in V (0,2-+-7s) la parte reale dalla parte immaginaria, 
si otterra 
V(0,2+¢s8) =v (2,8) +éiw(z.s)=—f(2+78) 


d’onde 
(B) 


Questa formula d& una relazione fra una funzione potenziale sim- 
metrica V (7,2) e la parte reale della funzione di variabile complessa 
che é reale sull’asse reale 2 ed assume su questo gli stessi valori di 
V(r,2) per » =O. La formula precedente si pud invertire e si otterra 


” 
ins oe tdt. 
drJ 5 Vr — 2 

Passiamo a considerare la funzione associata alla funzione v (7, 2) e 
cerchiamo di esprimerla mediante Ja funzione di variabile complessa 
fizg+is). A tal fine immaginiamo due dischi omogenei di densita — A” 
e K edi raggio 6 normali all’asse z i cui centri sono sopra questo asse 
ed hanno le coordinate z e z+h. Il potenziale delle masse m sopra 
questi due dischi sara dato da 


. 


b b 
2 “/ KrvV(r,z+h)dr+227| —KrV(r,z)dr= 
0 x ; 


ae 


i) co ee “7 \ 
22| K{V(r,2+h)—V(r,2)}rdr. 
~” 0 
Ma teneudo presente il teorema 20, lo stesso potenziale potra espri- 
mersi ancora sotto la forma 


bs; ee 
| ; ,VO,2+h+is)(—26K) 8) ids + 
— — 


mb | an 
, V(0,2+és)(2iK | bs) ids = 


a ; 
2 4 . K{V(0,z2+ h+is)—V(0,z+és)}] ee te 


. 


bs 1 
onde avremo, posto A = . 
a 


0 V0,2-+is+h)—V(0,2+is) 





| b*—s*ds, 


by . 
ee OT ote 2 
*'¢ h a o/ ==) h 





wit ME ge: 
Facendo tendere h verso zero, si otterra 


co 39V(0,z+és) 


Ficeeiiaigy 
/b?—s*? d 
oot oe | sds 


1 
W (b, 2) =— 


in cui W (7,2) denota la funzione associata alla V (7, z). La formula 
precedente si potra ancora scrivere con facili trasformazioni 


sds 


2s? 


12’) : V(0,2+és) 


ovvero 


uh sds 


2 
(C) Wir,s)=—| w(e,2) —— 
[ete 


x /p2_ g2 
che é appunto la formula che cercavamo. 

Le due formule (B) e (C) risolvono il problema: Dati ¢ valori di 
una funzione potenziale simmetrica lungo un segmento dell’asse di 
simmetria esterno alle masse attraenti, determinare la funzione stessa 
e la funzione associata in punti esterni all’asse appartenenti ad un 
cilindro circolare retto (avente per asse il segmento dato) entro il quale 
non si trovano masse attraenti. Basterd percid prolungare i valori dati 
della funzione potenziale simmetrica per valori complessi dell’argo- 
mento; quindi applicare le formule (B) e (C). 





La géométrie des masses. 


Monsieur Haton de la Goupilliére vient de publier dans la Revue 
générale des Sciences pures et appliqu’es (15 juin 1893) un article fort 
intéressant sur «la géométrie des masses ». Nous allons présenter une 
analyse succinte de cet article. 

En dehors des grandeurs considérées en Géométrie (longueur, sur- 
face, volume, angle), on considére en Mécanique trois nouveaux éléments 
irréductibles, le temps, la force, la’ masse. 

L’etude des mouvements en relation seulement avec le temps con- 
stitue la Cinématique (Ampére). 

L’étude des forces, indépendamment du temps et de la masse, forme 
la Statique. 

Enfin l’étude des masses, conjoinctement avx notions de géométrie, 
et en dehors de toute considération de temps et de force, constitue la 
yiometrie des masses. 

M' de la Goupilliére est un de ceux qui se sont le plus occupés 
avec cette branche des Mathématiques (Nouvelle théorie de la géométrie 
des masses, thése de doctorat, 1857; Premier et Second Mémoire sur 
la Géométrie des masses, Journal de l’Ecole Polytechnique, XXX VII 
cahier, etc.). 

La notion de masse qui entre chez ces recherches peut, au besoin, 
étre remplacée par celle, plus abstraite, de coefficients numériques 
adjoints d’une maniére quelconque aux divers points de l’espace, d’une 
surface, d’une ligne, etc. (masses positives et négatives). 

Les théories qui constituent aujourd’hui la Géométrie des masses 
consistent dans l’étude des intégrales de la forme 2 m/f (x,y,z), éten- 
dues a ’ensemble d’un syst¢me matériel quelconque, et ne differant, 
d’un cas a V’autre, que pour la nature de la fonction caractéristique. 
Elles se rapportent soit & la recherche des centres de gravité et des 
moments d’inertie, soit du potentiel. Les intégrales considérées dans 





ae) Geen 
ses recherches ont diverses formes, telles que: 2m a, pour les centres 
de gravité, 


Zmx?, Fm(a?+y*), Zm(a?+y'?+2*) 


= mm [(~#— av’ P+(y—y)}+ (2 —2')'] 


pour les moments d’inertie, et 2 sic mie pour le potentiel, ete, 
‘a? +-y? + 2° 

Parmi les recherches relatives aux centres de gravité, commencées 
par Archiméde, on peut citer le théoreme de Guldin (généralisé par 
M. Koenigs), la méthode des tangentes de Tschirnhausen et Lhospital, 
les propositions de Giulio, Schellbach et Lhuillier sur les figures sphé- 
riques, la théorie de Steiner sur les centres de gravité de courbure, 
celle des surfaces de caréne, les théoremes remarquables de Waring, 
Newton, Chasles, Liouville, Duhamel, Humbert sur les surfaces alge- 
briques de degré queleconque, etc. M™ de Goupilliére nomme ensuite wn 
grand nombre d’auteurs qui se sont occupés avec la théorie des centres 
de gravite. Nous relevons dans cette liste les noms de Bellavitis, Brian- 
chon, Clifford, Collignon, Dupin, Hausen, Pettersen, Ribaucour, Sturm, 
ete. On aurait pu ajonter a ces noms ceux de Mobius (Barycentrisches 
Calcul) et de Grassmann (Ausdehnungslehre). 

La théorie des moments d’inertie presente plus d’unité que celle 
des centres de gravité. On peut citer les recherches de Poinsot (el- 
lipsoide d’inertie), Mac-Cullagh (ellipsoide de gyration), Ampére, Binet 
(surfaces homofocales enveloppées par la triple série des plans prin- 
cipaux), les surfaces des ondes de Townsend, Dussaude et de Peslin, 
le travaux de Lagrange, Battaglini, Chelini, Fouret, Reye, Yung, etc. 

La théorie du potentiel, explorée d’abord par Green, Chasles, Gauss, 
Lamé, ete., est plus connue que les précédentes et M™ de la Goupillitre 
n’en donne pas la bibliographie. 


CyYpAR. STEPHANOS. 





A difesa della seconda edizione degli « Elementi d’Euclide » 


Altra risposta al prof. LAzzERt. 


Per maggior brevita non tratterd ora la questione dell’equivalenza, ri- 
serbandomi di far cid in un articolo a parte; nel quale, dopo d’avere esteso 
a tutte le grandezze geometriche le dimostrazioni delle proposizioni FE ed F, 
le quali sono state oggetto di critica, dimostrerd che il processo seguito 
nella proposizione Z per decomporre in parti rispettivamente uguali le 
parti non comuni di due poligoni uguali, aventi una parte comune, non da 
mai luogo ad un numero infinito di operazioni. Talché esso non solo é 
sempre giusto, ma é applicabile, come vedremo, oltreché ai poligoni, ai 
cerchi, alle superficie chiuse da ellissi, ai poliedri, ai poligoni sferici, ecc. 

Tornero invece sopra due punti dell’altra questione riguardante la fusione 
della geometria piana colla solida, i quali non furono forse ben chiariti nel 
precedente mio articolo. E, in primo luogo, dird che non ho mai voluto 
far dipendere, com’é naturale, tutta la fusione da una questione di postulati. 
Dissi, che se la fusione, come ne ha dato prova anche il signor Lazzeri, 
vien fatta ammettendo il postulato del diedro, allora essa é, in quel punto 
sintende, scientificamente un errore; e si riduce anzi ad un vero artifizio, 
allo scopo di poter comprendere in un solo enunciato le proprieta dell‘an- 
golo e quelle analoghe del diedro. La proprieta del diedro di essere rove- 
sciabile é un teorema e non un postulato; dunque essa dev’essere collocata 
al suo posto fra i teoremi. E allora é evidente, che lo studio dei diedri 

_dovra farsi precedere da quello degli angoli, da quello dei triangoli, e infine 
alle nozioni di retta e piano perpendicolari. Logicamente adunque questi 
‘ue studi, degli angoli piani e degli angoli diedri, non si possono tenere 
uniti; onde il mandarli di pari passo, come vuole il nostro critico, allo 
scopo di « risparmiare ai giovani tempo e fatica », sara sempre una cosa 
fatta ad arte, Ja quale non contribuira certamente a dare ad essi una vera 
& propria educazione scientifica. Veda quindi da cid il signor Lazzeri, che, 
poste le cose in tali termini, non é pit questione di non voler esperimentare 
un metodo piuttosto che un altro; si tratta invece di errori, sui quali, se 
non 6 nocivo, é assolutamente inutile fare delle esperienze. 

Sul postulato dell’angolo, il critico esimio se la ¢ava, secondo suo solito, 
mediante considerazioni molto vaghe; invece di farmi sapere, com’io gli 
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aveva chiesto, se la rovesciabilita dell’angolo é veramente un postulato o 
un teorema. Avrebbe preso forse una grossa cantonata, quando nella sua re- 
censione asseri « che dalla possibilita di rovesciare un segmento si pud molto 
facilmente dedurre la possibilita di rovesciare un angolo e viceversa? » 

E veniamo ora a cid che il professore egregio chiama deplorevole equi- 
vuco. Io dissi che il De Paolis erasi dichiarato didatticamente contrario 
alla fusione. Ebbi torto di non aggiungere subito zn wn primo studio della 
geometria; ma sembrami che cid poteva benissimo essere sottinteso: perché 
tanto nella prefazione al primo libro d’Euclide, quanto nell’ultimo mio 
articolo, la mia opposizione alla fusione si é sempre ristretta ai primi ele- 
menti di geometria; e, come gia dissi, nei limiti, pit o meno, dei primi 
quattro libri d’Euclide. Del resto non credo che le mie parole deblano 
ritenersi esagerate, se penso che il De Paolis pubblicd il suo libro, quando 
nel Ginnasio inferiore era obbligatoria la Geometria intuitiva, e che egli 
era tra coloro che volevano mantenuto tale insegnamento; ed ancor pit, 
se penso che il libro stesso é stato scritto, come dice il nostro critico, « con 
un indirizzo puramente scientifico, e che )’autore lo riteneva pit adatto a 
servire di guida agli insegnanti che agli studenti ». 

Non a me dunque deve essere rivolta la taccia di sconvenienza verso il 
morto illustre: la sconvenienza la commette chi riduce a questione per- 
sonale una discussione, la quale avrebbe dovuto mantenersi nel sereno 
eampo didattico e scientifico. 

Riguardo poi alla lettera scritta dal professore ch’io chiamai amicissimo 
del De Paolis e dal critico egregio riprodotta, mi piace far osservare, che 
essa é tutta gratuita 1a dove dice « ma da questa storia all’asserzione che 
anco nei gradi pit elevati d’istruzione liceale, il libro sarebbe stato didat- 
ticamente inservibile, mi par che ci sia una differenza sostanziale ». Se, 
come gia dichiarai l’altra volta, io stimo cosa ben fatta cominciare lo studio 
della geometria solida avanti il quinto libro d’Euclide, ed esso fa parte del 
programma destinato al secondo corso liceale; vuol dire ch’io ammetto che 
si possa studiare la geometria solida al second’anno di liceo, e quindi, se- 
condo il gusto di chi insegna, pud il libro del De Paolis servire anclie al- 
Vistruzione liceale. Poi osserverd, che la storia, cui sopra s’allude, mi fu 
narrata dallo stesso professore, dopo che egli erasi trovato meco perfetta- 
mente d’accordo nella questione tanto dibattuta. 

Dopo la fusione, il critico esimio, tornando a censurare le proposizioni I, 
XII, XXII del primo libro, mi chiama difensore d’Euclide; e |’altra volta 
invece aveva detto ch’io rivedevo le bucce ad Euclide. Potrei dimostrargli, 
che tali proposizioni sono facilmente giustificabili colle proprieta della retta 
e della circonferenza di dividere il piano in due parti; ma é assai meglio 
non perdere pid tempo. Diré soltanto che, difendendo in questo punto |’Eu- 
clide, ho difeso anche l’opera del prof. Betti; il quale 6 appunto I’autore 
della nota che si trova alla fine della proposizione XXII. E quindi oppor- 
tuna la domanda: come va che il sig. Lazzeri mostra d’avere tanto rispetto 
per un morto illustre, e non ha alcun riguardo per un altro morto ancor 
pit illustre ? : 
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Entrando poi a parlare dell'uso d’Euclide nelle scuole, 1 nostro critico 
dice: « L’obbligo d’usare Euclide nei Licei imposto nel 1867, credo sia stata 
cosa provvidenziale... Ora in 26 anni le cose sono cambiate e molto. Ormai 
é entrato nella coscienza di tutti, che le proprieta geometriche devono 
essere insegnate senza alcun sussidio dell’algebra e dell’aritmetica ». 

Benissimo!... Ed é@ proprio qui ch’io voleva cogliere il signor Lazzeri. E 
prima di tutto gli domandero: l’addebito di ricorrere‘al numero collo scopo 
di dimostrare proprieta geometriche, a chi é diretto? ad Euclide o agli 
autori moderni? Ad Euclide, no sicuramente; perché é appunto da lui che 
noi abbiamo appreso il metodo puro di trattare la geometria; dunque l’ad- 
debito va agli autori moderni. Difatti: senza punto curarmi degli imitatori 
di Legendre, e parlando anzi di coloro che hanno seguito il metodo Eu- 
clideo, dird che sono appunto gli autori moderni, i quali hanno fatto di- 
pendere dal numero il concetto d’equivalenza; mentre si dimostra, come 
io ho gia fatto (*) che tal concetto é indipendente dal numero, finito 0 no, 
di parti rispettivamente eguali, onde due grandezze possono decomporsi. 
I, sono pure gli autori moderni che continuano a far dipendere dal numero 
anche il concetto di proporzione. E facile persuadersi di cid esaminando 
l'autore che ha riscosso pit approvazioni di tutti: voglio dire il De Paolis. 
Egli infatti definisce la proporzione cosi: « Quattro grandezze, prese in un 
certo ordine, fanno proporzione, se la seconda e la quarta sono contenute 
sempre uno stesso numero di volte in due grandezze equimultiple della 
prima e della terza, secondo qualunque numero ». 

Qui é evidente che non solo il numero serve ad esprimere quante volte 
la seconda e la quarta grandezza sono contenute, con resto o senza, nelle 
equimultiple della prima e della terza; ma 6 Puguaglianza di due numeri 
che stabilisce il concetto di proporzione. Quindi é una relazione numerica 
che serve a definirne una geometrica. Euclide invece, il quale dopo tanti 
secoli continua ancora ad esserci maestro, volendo definire una relazione 
geometrica non ricorre mai al numero, ma bensi ad un’altra relazione 
geometrica; ed infatti la sua definizione di proporzione suona press’a poco 
in questi termini: Quattro grandezze, in un determinato ordine, fanno 
proporzione, quando le equimoltiplici, secondo qualunque numero, della 
prima e terza sono maggiori, eguali o minori rispettivamente delle equi- 
moltiplici, pure secondo qualunque numero, della seconda e quarta gran- 
dezza. Cid pud chiarirsi e rendersi pit intelligibile cosi: se A’ e C’ sono 
arbitrarie equimoltiplici di due grandezze omogenee A e C, B’ e D' altre 
arbitrarie equimoltiplici di due grandezze omogenee B e D, la relazione: 


Oe ° 
A aa 3C a 
da sempre luogo all’altra: 
AB CDs 


(*) Vedasi il mio opuscolo: Ancora a proposito dell’equivalenza e dt 
altre questioni geometriche. Firenze, Stab. tip. Fiorentino, 1893. 
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e viceversa. Quest’ultima relazione dicesi proporzione delle quattro gran- 
dezze A, B, C, D considerate nell’ordine con cui sono scritte. Da cid é 
manifesto, che Euclide passa al concetto di proporzione servendosi delle 
relazioni di maggiore, eguale o minore. 

Tale concetto che, senza dubbio, rivela nel Geometra greco un acutis- 
simo ingegno, il nostro critico osa chiamarlo contorto e laborioso. Ed 
egli intanto, non sapendo far nulla di meglio, ha pensato bene di schivare 
la difficolta trattando le proporzioni fra grandezze geometriche solamente 
per mezzo del numero; e poi ci viene a dire, che ormai @ entrato nella 
coscienza di tutti che le proprieta geometriche devono essere insegnate 
senza alcun sussidio dell’Algebra e dell’Aritmetica. Bravo davvero!... 

E non si obbietti che nella definizione surriferita ¢’é idea di numero 
intero, perché quest’idea 6 solamente nel concetto di moltiplice e di equi- 
moltiplice. Ora 6 chiaro che cid non costituisce difetto; perché del numero 
intero, esprimente cioé collezioni di cose eguali o simili, non si pud farea 
meno; e senza di esso non esisterebbe non solamente la geometria Eucli- 
diana, ma neppure quella di posizione. Per rendersi ragione di cid basta 
pensare ai diversi problemi che la geometria risolve: per esempio al pro- 
blema della divisione d’un segmento e d’un angolo in parti uguali, alla 
somma degli angoli interni di un poligono, ece. ... 

In seguito alle parole surriferite, il nostro critico poi aggiunge: « quello 
che era buono 26 anni fa, non “ pit buono ora; e non é pit: possibile miglio- 
rare Euclide rimpolpettandolo: bisogna servirsi dei materiali, ma costruire 
di nuovo ». E va bene: concedo che bisogni e che si possa anche rico- 
struire; ma con quali mezzi? Con quelli forse di cui ha dato prova il signor 
Lazzeri, confondendo cioé teoremi con postulati (*), e riuscendo a bandire 
dalla geometria il concetto di proporzione? Proprio come se esso non 
appartenesse che alla sola aritmetica? Oh, povera Geometria, cosi costrutta! 

Sembrami poi che ad attaccare oggi l’Euclide, dopo tanti secoli di esi- 
stenza, non ci voglia né un gran merito ne un gran coraggio. E naturale 
che la Geometria abbia fatto, in tanto tempo, anche nel campo elementare 
molti e notevoli progressi, e che quindi il testo del Geometra greco risulti 
ora incompleto. In ogni modo perd, se é vero che esso é inferiore ai trat- 
tati moderni per copia di cognizioni, 6 anche vero che n’é superiore per 
chiarezza, semplicita e rigore di metodo. Onde io sono fermamente con- 
vinto, che il testo medesimo, specialmente come libro educativo da adot- 
tarsi nelle scuole classiche, abbia sempre sugli altri libri i suoi vantaggi. 
La qualcosa credo abbiano pensato anche il prof. Betti, che mi dette |’in- 
earico di curare la seconda edizione, ed il prof. Dini, il quale mi scrisse 
esortandomi ad accettare. Essi adunque non credevano, come l’esimio signor 
Lazzeri, che la geometria d’Euclide fosse oggi diventata cadavere. 


(*) Vedansi gli Elementi di Geometria dei prof. G. Lazzeri e A. Bas- 
sani, Livorno, 1891: pag. 12, Post. VII, 3°; pag. 17, Post. IX; pag. 34, 
Post. X, 1°. 
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Tutto cid parmi pid che sufficiente a dimostrare, che il nostro critico 
non ha alcun diritto di tacciare i professori delle scuole classiche, i quali 
non pensano come lui, di pigrizia e d’inesperienza, o di voler fare come 
facevano i loro nonni e bisnonni. Quel che noi facciamo, abbiamo ormai 
dato prove di saperlo non meno di lui; e in cid non altro ci guida, che 
1a salda coscienza di compiere il nostro dovere. 

Ora venga pure il giudizio del pubblico intelligente. 


Firenze, 31 novembre 1893. 


M. GREMIGNI. 


A proposito della nota 


« Rettificazione di alcane inavvertenzé in un moderno trattato di geodesia » 


Il Chiar. Sig. Prof. Vincenzo Reina, della Scuola degli Ingegneri 
in Roma, ci ha inviato un elenco stampato di correzioni ed aggiunte 
ai Fondamenti di Geodesia di ENRICO PUCCI, che si trovarono ma- 
noscritte di propria mano nella copia dell’opera posseduta dall’autore. 
Da quest’elenco appare che Ja prima svista accennata nella nostra nota, 
della quale sopra scrivemmo il titolo, era gid stata riconosciuta dal 
compianto prof. Pucci e corretta. L’egregio Sig. Prof. Vincenzo Reina 
ci prega di far cid conoscere ai lettori della Rivista; di buon grado 
soddisfiamo a questo desiderio che attesta dell’amichevole riverente 
memoria che il Prof. Reina serba per il suo predecessore, e dell’animo 
buono di questi che gli seppe procurare si delicati sentimenti. 


Torino, 16, I, 1894. 


Orravio ZANOTTI BIANCO. 
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Sulle derivate apparenti. 


Nota di Giutio Ascoui, a Milano. 


Se io derivo la quantita y in quanto essa dipende dalla variabile 
indipendente x formo la derivata totale di y rispetto ad x, la quale 


is le ‘ dy ' ; 
suole indicarsi di preferenza col simbolo rvs , nella ipotesi che lele- 
x 


mento y sia funzione soltanto della grandezza x. Se all’incontro |’ente 
y dipende da m (> 2) variabili x, z,... fra loro indipendenti la deri- 
vata totale di y rispetto ad x suole rappresentarsi da molti con la no- 


tazione — e chiamarsi dai pit in modo, secondo me, poco opportuno 
ox 


la derivata parziale di y rispetto ad x. Adunque, ciascuno dei due 


simboli a3 e ey accenna alla derivata dell’ente y in quanto dipende 
dx 0x ‘ 
dalla variabile indipendente x. Dal primo perd arguisco che la funzione 
y dipende da un solo elemento che pud mutare ad arbitrio, mentre il 
secondo afferma che il numero di tali elementi non é@ inferiore a due. 
Cid premesso, si abbino le relazioni y = f(x,,x,), x, =1(x), X,- 
in (x), laddove tra le grandezze y, x,, X,, X non vi é altro legame. 
Di conseguenza, possiamo scrivere la relazione: 
dy oy dx, oy dx, 


dx dx, dx dx, dx ’ 


che suole enunciarsi cosi: 

Sey é@ una funzione delle variabili x, ed x, e se ciascuna di 
queste ultime dipende dall’ente x, ne avviene che la derivata totale 
di y rispetto ad x é uguale alla derivata parziale della grandezza y 
rispetto ad x, nella derivata totate di x, rispetto ad x pit il termine 
dedotto dal precedente scambiando la quantita x, con Valtra x,. 

E; facile pero l’avvertire che questo enunciato non é esatto. 

‘Infatti, la derivata parziale della funzione y rispetto ad x, si ot- 
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tiene derivando y in quanto dipende da x,. Ora, essendo x, =m (x), 
x, =1(x), ne consegue che la variabile x, dipende da x, e che la 


’ ‘ oy 
grandezza cui si accenna nel teorema precedente col simbolo —~— non 
1 


é la derivata parziale nel significato di poc’anzi. 

Nel teorema detto or ora la derivata parziale di y rispetto x, si 
ottiene fingendo per un momento che le due variabili x, ed x, sieno tra 
joro indipendenti e formando quindi mercé l’espressione f(x,, x.) gli 
enti = ’ . Ma, @ manifesto che questa finzione, siccome del tutto 

oX, OX, 
non conforme al vero, é assai poco opportuna. D’altra parte, si pud 
farne a meno accettando il concetto di derivata apparente. 

Io derivo la variabile y apparentemente rispetto all’elemento x, se, 
osservando soltanto al modo merce il quale la funzione y é espressa 
formalmente mediante la quantita x, derivo rispetto a quest’ultima 
applicando le note regole di derivazione delle funzioné esplicite di una 
sola variabile. 

La derivata apparente di y rispetto ad x si indichera con la nota- 
zione ‘ 


L’ultima eguaglianza va dunque scritta cosi: 


dy _ ta dx, (=) dx, 


dx \ax,/ dx dx,/ dx ’ 
ed enunciata nella maniera che segue. 

Se elemento y @ una funzione delle variabili x, ed x,, laddove 
ciascuna di queste ultime dipende dalla variabile indipendente x, la 
derivata totale dell’elemento y rispetto ad x é 
apparente di y rispetto ad x, nella derivata totale di x, rispetto ad 


x, pits il termine analogo che si ottiene scambiando la variabile x, 


uguale alla derivata 


con Valtra X,. 
L’elemento 


(2.(2) 
ox, \\dx,// 


)) (y — f(x,,X,),x,=1(x),x,=m (x)) ’ 


che mi indica la derivata apparente rispetto ad x, della derivata omo- 
nima relativamente ad x,, si rappresenterd con la notazione pitt sem- 
plice 





fo 
essendo, come @ manifesto, indifferente l’ordine di pi derivazioni sue- 


cessive apparenti. 
La formola che da Ja derivata seconda di una funzione implicita 
y della x, definita dalla relazione f(x , y) 0, diventa mercé la nuova 


notazione 


yy (S) ((=)) -2 (=) (5) on (es (2) 
z (®) 


Ho avuto oceasione di convincermi dell’efficacia del concetto tanto 
semplice di derivata apparente nel mio insegnamento di Calcolo diffe- 
renziale impartito all’Istituto Tecnico Superiore di Milano. 

Cosi, ad esempio, quando voglio trovare le derivate parziali di una 
funzione implicita z delle variabili indipendenti x ed y definita dalla 
relazione F(x, y,z) =0, faccio come segue. Posto 


te-f(x,y,z)=0 , ho 
Lee ge (ee 
ox ox oz/ Ox ? 
ot (*) i) OZ 

. ay + x oo 


Senza la fatta convenzione dovrei fare 
ot ot oz 
ox ozox’ 
ot sé. ot oz 
oy oo 





"ih 


a ot , ; , ‘ 
ed il simbolo ee comparirebbe nella prima relazione due volte con di- 


verso significato, ne) primo membro sarebbe cioé la derivata parziale 
della funzione t = F (x Fels y)) rispetto alla variabile indipendente 
x, nel secondo invece la derivata apparente della relazione t = F (x,y,z), 
indicandosi con z—1(x,y) la funzione definita della eguaglianza 
F(x,y,z)=0. 


— , ot 
La stessa cosa si ripeta della notazione — che compare nella se- 
oy 


d 


conda delle due ultime eguaglianze. 


Milano, 28, 1, 1894. 





RECENSIONI 


Ernesto CesAro. — Corso di Analisi Algebrica con Introduzione al 
Calcolo Infinitesimale. Torino, Frat, Bocca ed., 1894. Prezzo L. 12. 


Un nuovo libro molto pregevole @ il Corso d’Analisi del professore 
E. Cesaro. L’autore, dopo di aver posti i primi elementi delle sostitu- 
zioni, intraprende lo studio delle Matrici e dei determinanti; ne da 
con chiarezza, rigore e concisione le principali proprieta ed il teorema 
di moltiplicazione; si occupa dei determinanti reciproci e dei loro mi- 
nori, dei determinanti simmetrici, emisimmetrici e pseudosimmetrici ; 
applica la teoria dei determinanti alla risoluzione e discussione dei 
sistemi d’equazioni e di forme lineari ed alle trasformazioni lineari 
delle quali, dopo uno studio generale, considera particolarmente le 
ortogonali ed insegna a costruirle. Si occupa poi delle quadriche. Da 
le prime proposizioni relative alle forme invariantive in generale ed 
agli invarianti ortogonali in particolare. Accenna alle forme canoniche 
in generale, insegna a ridurre a forma canonica le quadriche e ne 
dimostra l’importante legge d’inerzia. Passande ai numeri, da le fonda- 
mentali definizioni e regole di calcolo relative ai numeri irrazionali; 
stabilisce i concetti e le proposizioni fondamentali del metodo e di- 
mostra importanti proposizioni della teoria dei limiti. Si occupa poi 
distesamente delle serie semplici e doppie. 

Passando alle funzioni, ne stabilisce i concetti fondamentali; dimo- 
stra i principali teoremi risguardanti i limiti inferiore e superiore, fra 
cui quello di Wererstrass; dimostra il teorema che da la condizione 
necessaria e sufficiente per l’esistenza d’un limite finito di f(7) da un 
lato d’un dato numero reale a: per le funzioni continue da, dopo 
altri, i teoremi di Wrrerstrass e di Cantor. Si occupa poi della de- 
rivazione delle funzioni inverse, delle funzioni di funzioni, di una 
somma, d’un prodotto, d’un quoziente, d’una potenza, delle funzioni 
esponenziali e circolari. Intrattenendosi sulle proprieta delle derivate, 
tocea il principio di condensazione delle singolaritaé; dimostra i teoremi 
di Rotue, di Caucuy, di Lacranera, di 1’Hosprtau. S’occupa poi della 
continuita delle funzioni di pit variabili, delle funzioni composte, della 
derivazione dei determinanti e delle funzioni implicite; da il teorema 
di EvLERo per le funzioni omogenee. Dimostra le principali proposi- 
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zioni relative alla convergenza, non uniforme ed uniforme, delle serie 
di funzioni ed alla loro derivazione; per dare un esempio di funzione, 
che non ammette mai derivata in tutto un intervallo nel quale é 
sempre continua, considera la funzione di Wererstrass. Da la formula 
di TayLor, con relativo resto, per le funzioni di una e di pit varia- 
bili, e l’applica alla ricerca di massimi e minimi; negli esercizii parla 
del metodo dei minimi quadrati. Insegna a calcolare i logaritmi vol- 
gari mediante la serie logaritmica, ]a quale utilizza pure per dimo- 
strare la formula di Srrruine, ed a calcolare z mediante la serie equi- 
valente ad arc tg x. Considera la serie binomiale ed insegna ad usarla 
per il calcolo delle radici numeriche. Da i numeri di BERNOULLI e 
d’EuLero; da pure la formula sommatoria d’Eulero e ne presenta il 
resto in forma propria, non avendo potuto dare il resto di MALMSTEN 
la cui determinazione richiede l’uso del calcolo integrale; da pure la 
formula sommatoria simbolica 


f' (1) +f" (2) +... +f" (n) =f (n+ B) — f (B) 


con la quale calcola le somme delle potenze simili dei primi 2 numeri 
interi ed, approssimativamente, la somma dei primi 2 termini della 
serie armonica ed il prodotto dei primi » numeri interi, ritrovando 
cosi la formula di SrirLinG; considera anche i polinomii di BERNOULLI. 

Passando ai numeri complessi, ne da i concetti e le regole di cal- 
colo fondamentali, ed esprime con essi le radici dell’unita delle quali 


da anche direttamente le proprieta principali. Si occupa dei limiti e 
delle serie di numeri complessi; parla dei cerchi di convergenza delle 
serie di potenze ed accennai ai campi di convergenza di serie qualsiansi. 
Occasionalmente, fa conoscere le funzioni iperboliche e le loro relazioni 
con le circolari; definisce le funzioni logaritmica ed esponenziale di 
variabile complessa. Accenna ai numeri complessi a pit unita, tra i 
quali nota i numeri alternati; si ferma sui quaternioni pei quali da 
con molta chiarezza, in poche pagine, le fondamentali regole di cal- 
colo ed il teorema di HamILTon. 

Passando alla teoria delle equazioni, fa conoscere i metodi di elimi- 
nazione di EuLero e di Brzout; valendosi delle proposizioni premesse 
sull’eliminazione, dd del teorema di D’ALEMBERT la bella dimostrazione 
di Cuirrorp, che ¢ puramente algebrica. Dopo insegna a formare la 
equazione, che ammette per radici tutte e solamente le comuni a due 
date equazioni; ed insegna pure a formare le equazioni, che ammet- 
tono rispettivamente come sole radici e semplici tutte le radici sem- 
plici, tutte le doppie, tutte le triple, ecc. di una data equazione. Per 
facilitare il calcolo del discriminante di una data equazione, osserva 
che, a meno d’un fattore numerico, é il risultante delle derivate par- 
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ziali del primo membro ridotto provvisoriamente omogeneo ed intero, 


ponendovi r per x e moltiplicando per una conveniente potenza di y. 


Considera poi le funzioni relativamente al numero di valori che pos- 
sono prendere, se vi si permutino le variabili; si occupa prima di 
quelle ad un valore o funzioni simmetriche per le quali da le formule 
di Girarp e di WarInG; dimostra che ogni funzione simmetrica in- 
tera © funzione razionale ed intera delle funzioni simmetriche elemen- 
tari; e da criterii basati sul peso e sul grado per facilitare il passaggio 
da una funzione simmetrica in pit quantita alla sua espressione nelle 
funzioni simmetriche elementari di tali quantita, od inversamente; 
ne fa applicazione al calcolo del discriminante, che eseguisce per la 
equazivne di 3° grado, ed all’eliminazione. Negli esercizi parla della 
Hessiana, della Jacobiana e dell’ingegnoso metodo di HALPHEN per 
il calecolo di forme invariantive. Fa poi conoscere la forma generale 
delle funzioni a due valori, alternanti e non alternanti; dimostra che 
soltanto le funzioni simmetriche od alternanti possono avere potenze 
simmetriche e che, delle funzioni a pit di quattro variabili, soltanto. 
quelle a due valori possono avere potenze a due valori; da funzioni 
di tre e di quattro variabili, che hanno pit di due valori ed hanno 
cubo a due valori. Tratta poi dell’enumerazione delle radici per il 
quale scopo da i teoremi di Roxie, di Carresio, di Lacuerre, di 
Bupan, di Sturm, di Borcuarprt. Tratta poi della risoluzione nume- 
rica delle equazioni; da per la determinazione dei limiti delle radici 
le regole di Newron, di Laguerre, di Maciaurin, di LaGRANGIA e 
di TiLLoT; insegna a calcolare le radici razionali; fa vedere che una 
radice, che sia sola del proprio grado di moltiplicité, é razionale e ne 
deduce che l’applicazione ad una proposta equazione del metodo di 
ricerca delle radici multiple pud occorrere solo se il grado della pro- 
posta equazione 6 maggiore di 5; insegna a calcolare le radici irra- 
zionali col metodo di Newton e Fourter, del quale da pure interpre- 
tazione geometrica. Dopo tratta della risoluzione algebrica delle equazioni; 
per la risoluzione della cubica e della biquadratica fa conoscere i me- 
todi di Huppr, d’Euuero, di Caytey e di Laeraneia; coi metodi 
dovuti a Cayley ed a Lagrangia risolve anche la quadratica; pone in 
evidenza gl’inconvenienti della formula di TARTAGLIA per la risoluzione 
dell’equazione di 3° grado ed insegna a rimediarvi; dimostra l’impor- 
tantissimo teorema di RurFini sull’impossibilita di risolvere algebri- 
camente le equazioni generali di grado superiore al 4° e fa osservare 
come i ragionamenti occorsi per tale dimostrazione facciano scoprire 
le formule di risoluzione delle equazioni di grado minore di 5. 
S’occupa poi del calcolo delle differenze e della interpolazione; di- 
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mostra il teorema di Staupt e CLAusEN sui numeri di BERNOULLI. Poj 
s’occupa di sviluppi fattoriali; insegna a riconoscere se un dato pro. 
dotto infinito sia convergente; da gli sviluppi in prodotti infiniti dj 


. > : " a 
sen x e cos @ dai quali deduce il valore di WALLIS per 3 ne deduce 


anche uno sviluppo in serie di cot 7 dal quale prende occasione per 
dare utili notizie risguardanti le somme degli inversi delle potenze 
simili dei numeri interi; infine fa conoscere formule di Gauss, d’Ev- 
LERO, di LEGENDRE e di WEIERSTRASS relative alla funzione gamma, 
Chiude il libro con note ed aggiunte relative alle teorie svolte. 
Gli esercizii, di cui il libro @ ricco, sono molto interessanti e scielti 
in modo da provocare nella mente dello studioso quella elasticita, e, 
dird anche, quel gusto artistico, che tanto giova per dare un’impronta 
di genialité ancora ai pit serii lavori scientifici. Molte proposizioni, 
specialmente della teoria dei limiti e delle serie, e certi sviluppi ot- 
tenuti con l’uso del calcolo simbolico e delle differenze, con coefficienti 
espressi in numeri di Bernoulli o d’Eulero, sono ricavati da note e 
memorie pubblicate dall’autore nei diversi periodici di matematica. 


Genova, febbraio 1894. 
F. Giupice. 


Giutio Vivantr — Il concetto d’infinitesimo e la sua applicazione alla 
matematica. Saggio storico. — (Mantova, Ditta Editrice G. Mon- 
dovi, 1894) p. 134. 


L’antico precetto « divide et impera » che con tanto successo venne 
e vien tuttora invocato e sfruttato da strategi e da politici, fu scelto 
come ausiliare anche per lo studio dei fenomeni naturali dai pit re- 
moti investigatori che ricordi la storia, i quali nutrivano fiducia che, 
collo scomporre in parti un certo fatto o in tante fasi l’intervallo di 
tempo durante il quale esso si compie, si rendesse piii agevole il riuscir 
vincitori delle difficolta che presentava l’intelligenza del fenomeno con- 
plessivo. Ma sventuratamente non si tardd ad avvedersi come, nella 
generalita dei casi, le parti o le fasi ottenute fossero di studio non meno 
difficile del totale; tuttavia s’intravvide che, man mano si procedeva 
nella suddivisione, le parti raggiungevano una semplicité sempre mag- 
giore, la quale sarebbe stata cosi grande da concedere la soluzione del 
proposto problema, ové la suddivisione stessa avesse potuto ripetersi 





— ee 


un numero illimitato di volte: le dottrine fisiche degli atomisti (Leucippo 
e Democrito, V Sec. a. C.) ed i conati di Antifonte e Brisone per 
quadrare il cerchio (*) fanno fede che quel magnanimo sforzo neces- 
gario per spiccare il salto dal finito all’infinito, é stato compiuto assai 
di buon ora dall’umanit& procedente nel suo glorioso cammino dalle 
tenebre alla luce. Ma il mediocre successo che ottennero i due sofisti 
test? citati, lo spregio in cui anzi vennero tenuti i loro tentativi, .fecero 
pandire per lungo volgere di secoli dalle scienze esatte l’idea di in- 
finito e proporre un artificio (quello che pit tardi fu detto metodo 
di esaustione), esente da qualunque concetto trascendente, e che conduce 
a quegli stessi risultati a cui menavano le argomentazioni basate sulla 
nozione d’infinito; tuttavia non si tardd ad avvertire che tale procedi- 
mento era un eccellente metodo di dimostrazione, ma un povero metodo 
di scoperta (?), che fra l’intenzione di chi lo usava e la condiscendenza 
del mezzo sorgeva assai spesso un deplorevole dissidio; e finalmente 
venne un giorno in cui emerse con irrefragabile evidenza come per 
Ja matematica l’uso ben regolato del concetto d’infinito fosse questione 
di vita o di morte. Ora — come si arguisce da quanto sopra si é detto 
— questo concetto si presentava sotto due forme distinte ma intima- 
mente fra loro connesse e pressoché complementari, giacché la divisione 
eseguita un numero di volte infinitamente grande produce delle parti 
di grandezza infinitamente piccola, microcosmo e macrocosmo, infinito 
ed infinitesimo erano dunque concetti inseparabili l’uno dall’altro che 
si richiamavano scambievolmente. Siccome perd la suddivisione non é 
che il mezzo, mentre cid che maggiormente preme é il risultato di essa, 
cosi l’interesse maggiore si concentra sul concetto di infinitesimo: se- 
guirne il filo attraverso le menti e gli studi dei vari autori, arrestandosi 
sui metodi di calcolo quel tanto che é sufficiente per indurre il modo di 
vedere dei loro autori, ecco la ricerca che ha condotto a buon termine 
l’A. del lavoro che porge il tema al presente articolo (*). 

In tale investigazione la prima domanda che si affaccia alla mente 
é: qual’era il concetto che dell’infinitesimo erasi formato Leibniz? Ad 
essa perd non é concesso di porgere una risposta molto onorevole pel 
celebre emulo di Newton. Leibniz infatti — a cui non si pud negare 


(') Cfr. il I Libro del mio lavoro su Le scienze esalle nell’antica Grecia; 
n. 43, 48 e 49. 

(*) La giustificazione di quest’asserto si trovera nel IJ Libro, attualmente 
in corso di stampa, del mio precitato lavoro. 

(*) Noto con piacere che esso viene a soddisfare un mio antico desiderio 


che ho pubblicamente manifestato in questo giornale (Rivis/a, T. I, p. 185 
Nota), 
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di avere in generale acutamente intuita e sempre entusiasticamente signi. 
ficata la verit’ — ebbe a questo proposito delle idee variabili ed imprecise: 
e questa incessante oscillazione si propagd dal maestro ai discepoli 
(non esclusi Jacopo Bernoulli e Leonardo Eulero) i quali si industriarono 
piuttosto di dimostrare la fecondita delle idee del loro venerato capo 
che di legittimarne i procedimenti. Gli é solo pit tardi che la que. 
stione concernente la natura degli infinitesimi venne posta all’ ordine 
del giorno; essa provocd allora infiniti dibattiti, non sempre condotti 
a filo di logica, e spinse a sostenere delle tesi che in parte soltanto 
fanno onore a chi le escogitd. Sotto forma diversa tale questione riap- 
parve nelle interminabili discussioni sull’angolo di contingenza Ja cui 
prima radice é da ricercarsi nella prop. 16* del Libro III degli Eleimenti 
di Euclide; ma su di esse non é il caso di arrestarci qui a lungo. Cid 
che importa osservare @ invece, che al concetto di infinitesimo come 
grandezza assolutamente nulla o meglio a quello di grandezza attual- 
mente infinitesima, faccia riscontro Videa di infinitesimo riguardato 
come un elemento variabile generatore delle grandezze finite, riguar. 
dato cioé come un ente di grandezza nulla ma che in un dato modo 
e grado & dotata dell’ attitudine e della tendenza di generare delle 
grandezze finite; in altre parole — per usare il linguaggio dei filosofi 
— linfinitesimo considerato come grandezza intensiva. Da questo punto 
di vista esso venne studiato da molti matematici e filosofi; e le varie 
forme sotto cui @ stato presentato si riducono a due: la cinematica e 
la dinamica. Come tipo della prima si pud ritenere la constatazione 
del fatto che il punto muovendosi genera il continuo, come tipo della 
seconda la considerazione della tendenza del punto mobile a generare 
il continuo. La prima si pud far risalire a Giordano Bruno, a Tom- 
maso Hobbes la seconda. Dal grande filosofo da Nola rampollano Sovero, 
Cavalieri, Guldino, Barrow e Giovanni Ceva, dal filosofo inglese invece 
discendono Galileo, Newton (che rivesti di forma matematica le idee 
di Hobbes per farne la pietra angolare del suo grandioso edifizio), 
Taylor e Mac-Laurin. 

Vista la ripugnanza generale dei matematici di fare lunghe dichia- 
razioni sul modo in eui concepivano gl’infinitesimi, a ragione 1’A. pensd 
di sorprendere il segreto delle loro idee indagando il come essi le 
applicavano, il che @ tanto pii opportuno inquantoché nella storia 
della matematica non mancano esempi di geometri che, dopo avere 
dichiarato come concepivano ]’infinitesimo, nelle applicazioni gli at- 
tribuivano un *ignificato differente, forse perché il primitivo imal si 
adattava ad essere tradotto in formole matematiche. A tale investi- 
gazione é consacrata la seconda parte dell’opuscolo che andiamo esa- 
minando. Nella quale, dopo un capitolo sul metodo di esaustione 
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usato dagli antichi geometri (capitolo destinato principalmente ad 
istituire un paragone fra quel metodo ed i metodi moderni), 1’A. si 
arresta al metodo degli indivisibili mettendone in luce l’essenza, la 
quale — per dirla in poche parole — consiste nel ritenere i corpi 
costituiti da infinite superficie e le superficie da infinite linee; ¢ noto 
che esso venne metodicamente esposto ed applicato da Bonaventura 
Cavalieri; prima di lui perd se ne servirono in varia misura Leonardo 
da Vinci e Keplero; dopo venne trasformato da Wallis, applicato da 
molti geometri ed assunto come modello da Grégoire de Saint-Vincent 
nell’architettare il suo metodo ductus plani in p/anum. — Alle scoperte 
come agli individui @ necessaria una certa dose di fortuna per fare 
il loro cammino nel mondo: e fortuna non ebbe il metodo degli indi- 
visibili sorto durante i bagliori antelucani del metodo infinitesimale. 
Questo, preparato dalle ricerche di Fermat sulla determinazione dei 
massimi e minimi e delle tangenti alle curve e dagli ulteriori sviluppi 
che queste ricerche ricevettero per opera di Huygens, comincia a rappre- 
sentare la parte di protagonista che non doveva pitt abbandonare, per 
opera di Leibniz, matematico al quale il nostro A. sostiene appartenere 
senza contrasto il calcolo se non il metodo infinitesimale: questo calcolo fu 
dal marchese dell’ H6pital per la prima volta esposto, venne magistral- 
mente commentato da Varignon e dai due primi Bernoulli (a tacer 
d’altri) applicato a svariate questioni geometriche e meccaniche. Ad 
esso fa splendido riscontro il metodo dei limiti e delle flussioni; il 
quale non cedette dinnanzi al methodus incrementorum di Brook 
Taylor né alla théorie des fonction analytiques di Lagrange, e per 
merito di Cauchy acquistd quelle doti di indiscutibile rigore che gli 
assicurarono un posto definitivo, stabile ed eccelso nello scibile mate- 
matico. 

Ma per raggiungere questo desiderato intento, quante interminabili 
discussioni, quale ingente sperpero di forza intellettuale fu necessario! 
Ai nomi che abbiamo qua e 1a citati altri moltissimi se ne potrebbero 
aggiungere; le opinioni a cui alludemmo sono una piccola parte di 
quelle che vennero sostenute; i dibattiti di cui incidentalmente abbiamo 
fatto cenno, sono forse i pit memorabili, ma non gli unici che ricordi 
la storia.del calcolo infinitesimale ! 

Ora, di tutto quello che noi per brevité abbiamo taciuto, come dei 
documenti a sostegno delle nostre asserzioni, potra il lettore avere 
notizia dal lavoro di cui ci stiamo occupando; al quale accresce pregio 
la ricchissima collezione di passi delle opere originali, col cui aiuto 
chiunque é in grado di controllare o discutere le conclusioni ed i giu- 
dizi dell’A. E la diligenza spiegata dal prof. Vivanti nel riunire gli 
atti del processo da lui fatto ai pit illustri cultori del calcolo infinitesi- 
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male, nonché l’imparzialita con cui egli presiedette allo svolgimento di 
esso, assicurano al suo scritto un posto onorevole nella raccolta di mo- 
nografie storiche che l’et& nostra va facendo con amorosa e lodevole 
eura; l’una e l’altra testificano in modo indiscutibile che della storia 
della scienza egli ha un altissimo concetto e farebbero credere che eg] 
avesse scelto per propria guida ed ispiratrice la sentenza di Hankel: 
la storia della matematica non deve semplicemente enumerare gli scici- 
ziati e t loro lavori, ma essa deve altrest esporre lo sviluppo interno 
delle idee che regnano nella scienza. 


Gino Loria. 
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Sulla parte V del Formulario: « Teoria dei gruppi di punti ». 


La presente parte del Formulario contiene, alquanto pit sviluppata, 
la parte elementare della teoria dei gruppi di punti, quale fu pubbli- 
cata nelle prove di stampa del Formulario, comparse nel 1892 (Vol. II 
della Rivista), parte III, § 1-3. Essa serve di base a teorie pitt elevate 
sullo stesso soggetto, le cui formule vengono raccolte dal Prof. Vivanti. 

Parecchie proposizioni sono contrassegnate con Def.; cid significa 
che queste proposizioni si possono assumere per definizioni. Pero sif- 
fatta indicazione @ a considerarsi solo come approssimativa; poiché 
solo quando si fa completamente la teoria d’un soggetto, le proposizioni 
vengono distinte in definizioni e teoremi. 

Il § 1 tratta del numero (num) degli individui d’una classe. Le 
definizioni sono quelle proposte nel mio articolo Sul concetto di numero, 
Riv. di Mat., I, p. 258. Forse é possibile il farne un’altra teoria assu- 
mendo come definizioni le ultime proposizioni di questo §. 

Il § 2 si occupa dei massimi e minimi d’un sistema di numeri 
reali; se ne danno le definizioni, e si enunciano le comuni proprieta. 
Altre propriet& sono contenute implicitamente nel § successivo. 

Il § 3 si riferisce ai limiti superiore ed inferiore d’un gruppo di 
numeri reali. 

Il § 4 contiene le definizioni, e proprieta fondamentali dei numeri 
complessi d’ordine qualunque » (o punti in una varieta ad n dimen- 
sioni). La prop. 1 dice che per numero complesso d’ordine 7 si intende 
la successione di 2 numeri reali. Le proposizioni successive definiscono 
leguaglianza di due complessi, la loro somma, il prodotto d’un numero 
reale per un complesso, il modulo d’un complesso. Queste operazioni e 
proprieté sono affatto semplici; siffatte convenzioni servono ad espri- 
mere le prop. dei § successivi affatto in generale. Le P24-31 conten- 
gono la definizione e le proprietaé del prodotto interno di due complessi. 
Esse servono nel § 7, onde definire la classe dei punti medii fra quelli 
d’una classe data. 

Le ultime definizioni esprimono alcune notazioni sugli intervalli- 

Il § 5 contiene le propriet& della classe derivata (secondo Cantor), 
di una classe data. 


Rivista di Matematica (marzo 1894). 
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1. « Per classe derivata della classe w si intende 1’insieme dei nu- 
meri complessi x tali che il limite inferiore dei valori assoluti delle 
differenze fra i numeri del sistema w diversi da x, ed x sia lo zero». 

7. « Qualunque si sia il numero (intero positivo) p, la derivata 
d’ordine p della classe w @ contenuta nella derivata di w ». 

12. « La classe derivata della classe ottenuta sommando due reci- 
proci di numeri intieri positivi é costituita dai reciproci dei numeri 
interi positivi e da] valore 0; la classe derivata di quella che si ot- 
tiene sottraendoli, @ formata dai reciproci degli N, da questi cambiati 
di segno, e dal valore 0 ». 

Le prop. 21-42 si riferiscono alle classi derivate d’ordine infinito e 
dei varii ordini transfiniti d’una classe w. 

Le prop. 41-42 contengono le definizioni delle derivate a destra ed 
a sinistra d’una classe wu di numeri reali. 

Data una classe uw, risultano pure determinate tre altre classi, co- 
stituite dai punti interni ad w (Zu), dagli esterni ad w (Eu), e dai 
punti limiti di w (Zw). Il Jorpan, nel suo recente Cours d’Analyse, li 
chiama points intérieurs, extirieurs e points fronticre. Queste opera- 
zioni IT, E, L hanno molte proprieta, enunciate nel § 6. 

Data una classe u, risulta pure determinata una nuova classe 
($ 7) Cu, che si pud chiamare « la classe w resa chiusa ». La sua 
definizione differisce leggermente da quella di Du, e le sue proprieta 
sono assai pitt semplici di quelle di Du. La classe Cw é utile in pit 
questioni di Analisi. 

K infine, dato un gruppo di punti w, ne risulta determinato wn 
altro indicato con med w, e formato dai punti medii fra gli w. Se wu é 
una classe di numeri reali, con med w si intende l’insieme dei numeri 
compresi fra il limite superiore e l’inferiore degli w, questi limiti 
esclusi (P 21). Se w @ una classe di numeri complessi d’ordine 7, con 
med w si intende l’insieme di tutti i complessi 2 tali che, comunque 
si prenda il complesso a, il prodotto interno a|# (che é un numero 
reale) risulti medio fra i prodotti a|w (che é una classe di numeri 
reali). Qui sono riportate le proprieta pitt semplici di questa classe. La 
classe med w serve per estendere ai numeri complessi i teoremi delle 
medie noti in Avalisi infinitesimale. Cosi, essendo f¢ un complesso va- 
riabile funzione della variabile reale ¢, si ha 


(” feat = (b —a) med F(ab). 





— 
NOTAZIONI USATE NELLA PARTE V. 


Essendo w una classe, 
numw si legga « il numero degli wu >». §1P1. 
Essendo & una classe di classi, 
-‘k sizlegga « Ja massima classe contenuta in tutte le classi k». 
USK > « la minima classe contenente tutte le classi k >. 
§1P9, 10. 


Essendo w una classe di numeri reali, 
max wv si legga « il massimo degli w » ) 
min w il minimo degli w » \ 


lu il limite superiore degli w » Ps 42 
{ § 3 Pl, 2. 


$2 P1,2. 


1, u il limite inferiore degli w » 
dn numero complesso d’ordine 2 » §4P1. 
modz,omz# si legga « modulo di x ». 
w|y si legga « prodotto interno di # per y». Il segno | si pud 
leggere « indice ». 
Essendo w un gruppo di7numeri complessi, 
Du si legga « la classe derivata di w » §5P1. 
Du» « Ja classe derivata d’ordine infinitodiw», §5 P21. 
Iu » « la classe dei punti interni ad w >» 
Eu > « la classe dei punti esterni ad w » leg P1. 2.3 
Lu > « la classe dei punti limiti di wo (° palit 
contorno di wu» | 
Cu > « la classe w resa chiusa » ) 
medwu » « la classe dei punti medii fra gliw»> | 
Essendo w una classe di numeri reali, 
D'u si legga « derivata a destra degli wu » g 5 P4ls9 
Du» « derivata a sinistra degli wu » : a 
Molti termini usati nella teoria dei gruppi si possono esprimere coi 
segni finora introdotti, senza bisogno di segni nuovi. 
Essendo w un gruppo di punti, 
Duou.=.Cu=u.=.Luou.=. u é@ wm gruppo chiuso (en- 
semble fermé, abgeschlossene Punktmenge). 
wo Du.=. wu & condensato in sé (condensé en soi, insichdicht). 
Du =u.=. il gruppo wu é perfetto (parfait). 
urDu=a.=. wu é isolato (isolé, isolirte). 


$7 P1, 23. 


G. PEANO. 





Jon. THomaE in Jena. - Die Kegelschnitte in rein projectiver De- 
handlung. Halle, L. Nebert, 1894. 


Quest’operetta che, per via d’uno stile molto concettoso e stringato, 
tiene assai pit di sostanza che non apparisca alla mole (181 pagine 
in-8°), riproduce, come |’A. espressamente dichiara, tutto quanto si 
trova in un libriccino sopra le forme piane di 1° e 2° ordine gia 
pubblicato fin dal 1873. Ma le ragguardevoli aggiunte portate in 
ogni parte dall’ A. a questo suo precedente lavoro, segnatamente per 
cid che riguarda le coniche e gli elementi ideali, danno carattere di 
libro nuovo alla presente edizione, la quale pud vantarsi di offrire agli 
studiosi un sugoso ed elegante trattatello di geometria proiettiva, sotto 


molti aspetti originale; e ricco di varie esposizioni (come 1l’analisi di 
certe configurazioni che piglian nome da Mac-Laurin, Desargues, Pascal, 
Steiner, Clebsch, e uno studio sulle determinazioné metriche nel piano) 
che non trovan luogo per solito in altri trattati elementari della stessa 
materia. 


L’A. segue le orme del v. Staudt quanto al metodo, facendo in 
somma astrazione, come egli felicemente si esprime, da qualsivoglia 
« sussidio di misure con unit&é mobili nello spazio ». Ma per minore 
scrupolosité negli enunciati e nelle dimostrazioni dei teoremi se ne 
scosta, a mio credere; cosi che l’aurea parola del Maestro vince sempre 
il paragone, dove questo é@ possibile. Si confrontino ad esempio i teoremi 
sui triangoli prospettivi (pag. 8) e sui triangoli polari ad una conica (pag. 
65 e 77) come son proposti dall’A. (non meno che dalla pit parte degli 
scrittori quantunque posteriori al v. Staudt), con le espressioni che di sif- 
fatte proprieta leggonsi ai §§ 89, 9U, 242, 243 e 300 della « Geometrie 
der Lage » (*), 

Come 1’A. medesimo vuole osservato nella prefazione, l’opera sua, 


(*) Nirnberg, Fr. Korn, 1847; 0 anche Torino, Frat. Bocca, 1889. 
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nel mentre che per la purezza del metodo si stacca da quelle dei 
sigg. Zech, Cremona, Rulf, Steiner-Schriter sullo stesso argomento, va 
distinta altresi dal notissimo trattato del sig. Reye, sia perché non 
mira pit in 14 delle forme piane, sia per l’adoperar che essa fa da per 
tutto anche gli elementi dealt. Questi vengono definiti a coppie di 
elementi aggregati (cosi 1’A. in vece della parola coniugati, tenuta 
per altri concetti geometrici) come involuzioni ellittiche nelle forme 
semplici. Un st fatto procedere all’ introduzione degli elementi im- 
maginari in geometria proiettiva non @ nuovo in Italia, dove, mercé 
un lavoro del sig. Segre (*), riprodotto in sostanza nei trattati dei 
sige. Sannia ed Aschieri, esso é@ gid usato da qualche tempo a pro’ 
dell’insegnamento superiore. 

Rechiamo qui le intestazioni dei vari capitoli del libro, a porgere 
un’idea del contenuto: « Hinleitung — Lineare Gebilde: die harmo- 
nische, die perspective und die protective Beziehung — Gebilde zweiter 
Ornung; Aufgaben zweiten Grades — Pol und Polare: Dualitdt — 
Ideale Elemente und die Involution — Kegelschnittbiischel und Schaaren 
— Fortsetzung ; ideale Kegelschnitte — Zwei Configurationen und zwet 
Collineationen — Massverhiilinisse — Nachtrdge und Bemerkungen ». 

Notevoli ci sembrano i due capitoli sui fasci di coniche, si per 
Vimportanza dei risultati che vi son conseguiti, si per l’eleganza delle 
costruzioni che vi si annettono. Le coniche ideali sono introdotte con 
la definizione seguente, che pud facilmente ridursi a quella di Staudt. 
Rispetto a un fascio di coniche con quattro punti fondamentali ideali, 
siano A, B due punti coniugati, e P, P’, P" i tre vertici del trian- 
golo autopolare comune a tutte le coniche del fascio, ove si: suppone che 
P' e P" siano i punti limiti, o coniche limiti: Allora ad ogni retta a 
per B, che non sia separata dalla retta AB mediante P’e P',é 
coordinata una conica del fascio, per la quale a @ la polare di A. 
Ma quando a é separata da A B per mezzo di P’e P” non esiste pit 
una tal conica. In questo caso « noi aggiungeremo alla coppia Aa, 
considerati come polo e polare, una conica ideale ». — Le due colli- 
neazioni, di cui parla il penultimo capitolo, sono la omotetia proiettiva 
(omologia) e la rotazione proiettiva (per la quale ognuna delle infinite 
coniche d’un fascio-schiera é mutata in sé stessa, ed 6 un punto unito 
il polo della corda di contatto comune alle medesime); e ognun vede 
i motivi della preferenza accordata a questi due casi speciali. 

Ma particolarmente bello ed istruttivo dovra parere a ogni lettore 
il capitolo finale sulla geometria metrica, dove in poche pagine — 


(*) Nelle Memorie dell’Accad. delle scienze di Torino, 1886. 
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— premesso qualche cenno sulle determinazioni metriche non-euclidée 
— son poste chiaramente le basi della geometria metrica ordinaria 
del piano, considerata dal punto di vista della geometria di posizione. 
E cid mi par tanto pitt da lodare, in quanto che non mi é@ noto 
alcun altro libro d’indole elementare, dove quest’argomento sia svolto 
compiutamente. Essendo data nel piano un’ellisse & (cerchio) e quindi 
due punti ideali 7’ e 7” (assoluto euclidéo) comuni alla medesima ed 
alla retta impropria del piano (retta all’infinito), VA. chiama congruenti 
due figure, le quali possan dedursi l’una dall’altra mediante una ro- 
tazione proiettiva che abbia per punti unitiidue punti 7 e 7’ ed um 
terzo punto reale qualunque (perno della rotazione); oppure mediante 
un’omologia (traslazione), la quale abbia per asse la retta 7’'7", e un 
punto reale di questa per centro (*). Detto M il polo della retta 77" 
rispetto a & (centro di &), ogni angolo retto col vertice in Mé formato 
da due diametri coniugati di 5: due angoli siffatti sono sempre ugwali 
fra loro. Due rette qualunque per M formano angoli adiacenti béisecati 
da quei due diametri coniugati di &, che son separati armonicamente 
dalle due rette: quindi @ che, preso a piacere un angolo retto in J/, 
si pud dividerlo in 2, 4, 6, ... 2” parti eguali, formando cosi un rap- 
portatore, al quale ogni angolo dato pud riferirsi mediante traslazione; 
e si ottiene per questa via la misura di un angolo qualunque con un 
numero scritto nel sistema di numerazione binario (presupposta la 
continuita della retta (pag. 2)). —- Anche i semidiametri di 5 sono 
eguali fra loro, e porgono l’unit& di misura per le lunghezze o seg- 
menti. Quest’unita di misura si pud trasferire sopra una retta qualunque 
del piano con una traslazione; e cosi per via di note costruzioni ¢ 
possibile determinare il numero di unita, mezze unita, quarti d’unita, 
ecc., contenuti in un dato segmento. Ma qui non é pur luogo da offrire 
una descrizione sommaria dell’intero capitolo: basti il dire che esso 
mostra altresi, benché in forma succinta, una non piccola parte di cid 
che é argomento dei primi tre libri di Euclide. 

Dopo la lettura di una tale esposizione vien fatto di pensare, se non 
sia questa propriamente la forma migliore che abbia prima o poi a 
rivestire la Geometria elementare, oggi costituita quasi per intero 
sul concetto di moto. E ben noto che i fondamenti della Geometria 
elementare son tuttavia controversi, e come una perfetta analisi dei 
principii che ne sostengon l’edifizio (in armonia con le esigenze at- 


(*) Forse allargando di poco una tal definizione (cos) sembra a chi scrive) 
si potrebbe comprendervi ancora, e senza uscire dal piano, il caso della 
eguaglianza indiretta (la quale non 6 in somma che una certa omologia 
involutoria composta con una traslazione). 
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tuali di una mente erudita) non sia stata ancor fatta: dovecché ben 
poco resta da fare intorno la Geometria di Posizione (*). Questo avviene, 
perché fra i cambiamenti di rappresentazione 0 corrispondenze geo- 
metriche, il moto fisico non é la pitt semplice; come saremmo indotti 
a credere dalla chiara nozione che abbiamo di tutte le sue proprieta, 
rese a noi pitt familiari dall’esperienza quotidiana. Ma altro é il cono- 
scerle, altro il discernere in esse i fatti primitivi dai derivatt e co- 
struirvi sopra un edifizio logico. E mi par chiaro, che questo debba 
riuscire per forza pitt stabile se, in vece di poggiare sul terreno assai 
vario e superficiale della corrispondenza di moto, abbia le sue fonda- 
menta nel suolo pitt profondo ed omogeneo della collineazione gene- 
rale. E non solamente dovra la Geometria elementare avvantaggiarsi 
nel rigore per via di un procedimento siffatto, ma anche in quanto 
a chiarezza (come fu gid rilevato da Staudt nella prefazione all’op. 
cit.), e in quanto a semplicita di premesse. 

A conforto di quest’opinione osserverd, che se si definisce la cor- 
rispondenza di moto, o l’eguaglianza delle figure, mediante traslazioni 
e rotazioni proiettive, o altre speciali collineazioni del piano e dello 
spazio, si pud far senza di molti postulati, che nell’attuale organamento 
della Geometria elementare sono, 0 son tenuti necessari. Cosi é p. es. 
del postulato affermante la possibilita di rovesciare un segmento qua- 
lunque; poiché si pud sempre con successive rotazioni projettive scam- 
biare l’uno nell’altro due punti dati a piacere: e una cosa analoga 


pud dirsi dell’angolo piano e dell’angolo diedro. Cosi diventa superfluo 
il postulato che « una figura pud muoversi tenendo fermi uno o due 
dei suoi punti, o anche tutti i punti d’una retta » e l’altro che « per 
fissare una figura @ necessario e sufficiente tener fermi tre dei suoi 
punti non allineati » (**). 

Torino, febbraio 1894, 


Mario Prerti. 


(*) V. p. e. le Vorlesungen titer neuere Geometrie, del sig. M. Pasch 
(Leipzig, Teubner, 1882), e i Principt di Geometria logicamente esposti, 
del sig. G. Peano (Torino, Bocea, 1889). 

(**) Tutto cid, ben inteso, finché si consideri la Geometria elementare 
come una dottrina puramente ideale. Ché se poi vogliasi trattarla non 
come scienza astratta, ma pit tosto come un ramo della fisica-matematica 
(del che non conviene dissimulare i molti vantaggi, specialmente didattici), 
io non diré che, pur tenendo la via superiormente accennata, si possano 
come che sia risparmiare i postulati del moto: parendomi in vece che a 
questi si debba presto o tardi far luogo, se i princip? e le deduzioni spe- 
culative si vorranno riscontrare coi fatti, e identificare con le idee che 
lesperienza ci apprende intorno ai medesimi. 





Trasformazione d’ogni curva algebrica 
in altra priva di punti multipli. 
Nota di M. PIERI 


Che una qualunque curva algebrica (senza infiniti punti multipli) 
sia trasformabile razionalmente in una curva sghemba priva al tutto 
di punti singolari, si dimostra dal sig. Porncaré nella Nota « Sur /es 
transformations birationnelles des courbes algébriques » (Comptes rendus, 
t° 117, 3 Juillet 1893). Di questo teorema offre il presente articolo 
un’altra dimostrazione alquanto pitt semplice, tratta da poche nozioni 
elementari di Geometria Projettiva, e condotta, in forma sintetica, per 
una via molto simile a quella mostrata dal sig. BerTINI nella Nota sulla 
« Trasformazione di una curva algebrica in un’altra con solé punti 
doppi » (Rivista di Matematica, Vol. 1°, 1891, pag. 22; e Mathema- 
tische Annalen, Bd. 44°, 1894, s. 158). 

Primieramente é lecito supporre che la curva data sia piana: atteso 
che una curva sghemba si pud sempre proiettare wnivocamente sul 
piano, per modo ciot che un punto dell’imagine rappresenti general- 
mente un sol punto della curva oggettiva. Di poi questa curva piana 
si pud anche supporre mutata razionalmente in un’altra, T’, con soli 
punti multipli ordinari, A,, A,, A,, .. Ar, per mezzo di successive 
trasformazioni quadratiche del piano (*). 

Cid premesso si consideri uno qualunque, A,, di tali punti singo- 
lari, insieme con altri cinque punti B,, B,, .. B; indipendenti fra 
loro e dalla curva I: l’ultimo dei quali é da scegliersi con alcune ay- 


(") Si potrebbe ancora, e senza modificare i ragionamenti che seguono, 
sostituire alla data una curva sghemba IT con soli punti multipli ordinari, 
ottenuta per via di sole trasformazioni Cremoniane dello spazio: v. PAN- 
NELLI « Sulla riduzione delle singolarita d’una curva sghemba ». Rendi- 
conti dell’Istituto Lombardo, XXVI,, 1893. 
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vertenze particolari, come fra poco diremo. Ora, se le «* quadriche 
passanti per A,, B,, B,, ... B; si riferiscono omograficamente ai piani 
dello spazio, restera anche determinata una certa corrispondenza (1, 2) 
fra i punti di questo, e propriamente wna trasformazione doppia del 
Reve (*); per la quale ad un punto qualunque, come centro d’una 
stella di piani, ¢ coordinata quella coppia di punti, che le »* quadriche 
della rete corrispondente alla stella hanno ulteriormente a comune, 
dopo A,, B,, ... B;. Una tal corrispondenza mutera la curva I (dello 
spazio semplice) in una curva sghemba I” (dello spazio doppio) riferita 
univocamente a ['; ma con un punto multiplo di meno; e nel resto atta 
a modificarsi come I’. Per cid @ necessario e basta che il punto B, 

1°) non appartenga alla superficie descritta dall’ottavo punto 
base d’una rete di quadriche, mentre due punti base variano comunque 
sul e gli altri cinque cadono rispettivamente in A), B,, ... B, (**) 

2°) e neppur giaccia sopra alcuno degli 7 coni quadrici, che 
hanno il punto A; per centro (¢ = 1, 2,...7) e passano per A), B,,... B,. 

La prima restrizione fa si che due punti qualunque di I non pos- 

sano mai corrispondere a un medesimo punto di I’: ond’é che la tra- 
sformazione doppia in parola mutera wrivocamente T in I’, ed anche 
ogni punto semplice di [ in un punto semplice di I’ senza eccezioni 
di sorta; essendo che essa non produce nello spazio semplice aleuna su- 
perficie fondamentale. Inoltre, per effetto dell’una e dell’altra.restrizione, 
ai punti singolari A,, A,, .. Ay di [ corrisponderanno in I’ punti 
multipli della stessa natura, vale a dire a tangenti distinte: perocché 
A; non sara mai congiunto ad aleun punto di [; e non giacera sulla 
Jacobiana delle o* quadriche, che é la superficie doppia dello spazio 
semplice. Ma, in quanto al punto singolare A,, esso verré cangiato in 
un gruppo di punti semplici e distinti della curva T": attesoché per la 
trasformazione considerata le «* direzioni inerenti ad A, corrispondono 
omograficamente ai punti d’un piano (***). 


(*) V. le due Memorie « Ueber die Kummer’sche Configuration ete. » 
e « Ueber Strahlensysteme zweiter Klasse etc. » in Crelle’s Journal, Bd. 86. 

(**) Si osservi che questi punti definiscono in fatti una rete di quadriche, 
la quale non pud aver Jinee basi, trattone il caso che i primi due siano 
allineati con uno qualunque degli altri, o stiano con tre qualunque di essi 
in una conica, o con tutti e cinque in una cubica. 

co E noto che l’éntorno di ciascun punto fondamentale dello spazio sem- 
plice si trasforma biunivocamente in un piano punteggiato dell’altro spazio; 
e che i raggi d’un fascio, il quale abbia centro in quel punto, si mutano 
nelle generatrici d’una rigata cubica avente in quel piano la sua direttrice 
semplice. 
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Ora, come si é fatto scomparire da [ il punto multiplo A,, per 
egual modo si potranno distruggere successivamente le singolarita tut- 
tavia esistenti in I’. Ece., eee. — 

La maniera, onde [ si converte in I’, consente un’interpretazione 
notevolmente piana ed intuitiva. Lo spazio di punti si pud intender 
generato da tutte le quadriche passanti per A,, B,, ... B,: onde esso 
apparira come imagine di una ben nota varieta cubica (con dieci punti 
doppi e quindici piani) dello spazio a quattro dimensioni. La curya 
[ rappresenta punto per punto una certa curva [* di questa varicti; 
come B,; @ imagine di un certo punto B;*. Allora, proiettando la curva 
r da B;*, nascera sullo spazio ordinario la curva I’, 


Torino, aprile 1894, 


BERNARDI Dott. Prof. GiusepprE. — Soluzionario degli esercizi di tri- 
gonometria piana contenuti nel trattato di trigonometria di G. 
A. Serret. — Firenze, Le Monnier, 1894, pag. 110. Prezzo L. 1,25. 


E una raccolta di esercizi atta ad addestrare i principianti al ma- 
neggio delle formole di trigonometria piana e al loro impiego nella 
risoluzione dei problemi pitt semplici. Vi sono opportunamente alter- 
nate e ordinate secondo le difficolt’, da una parte le dimostrazioni di 
identita e le trasformazioni di espressioni in altre di forma determinata, 
dall’altra le questioni riferentesi alle relazioni tra gli elementi delle 
figure e alla costruzione delle medesime. Non mancano pure esempi 
semplici di determinazioni di angoli tali che siano soddisfatte deter- 
minate relazioni tra le loro funzioni trigonometriche. 

La forma dell’esposizione @ perfettamento adatta allo scopo cle 
V’autore si propone, che @ quello di rendere facile ed attraente 1’ap- 
prendimento delle nozioni elementari e delle formole fondamentali della 
trigonometria piana. 

I] passaggio al limite nelle formole della pag. 29, potrebbe essere 
fatta per via migliore e cid indichiamo affinché l’A. se ne possa ser- 
vire in una nuova edizione. 

G. VAILATI. 





Un’osservazione intorno alle formole per l’addizione degli archi 


nella Trigonometria del SERRET. 


I) Serret, nella sua Trigonometria (*), stabilisce per via sintetica, 
per due archi positivi a e 6, ciascun minore del quadrante, e la cui 
somma si suppone non maggiore del quadrante stesso, le due formole 
fondamentali per l’addizione, e le due formole fondamentali per la 
sottrazione degli archi. L’ Autore poi dimostra che le prime due formole 
sono vere per tutti i valori positivi e negativi degli archi a e b, e 
deduce indi come conseguenza, che anche le altre due sono vere per 
tutti i valori positivi e negativi degli archi medesimi. In ultimo il 
Serret (paragrafo 38) dice che non solo le due ultime formole sono 
comprese nelle prime due, ma anche ognuna delle prime due é con- 
seguenza dell’altra, ad es. la formola 


cos (a + b) = cos a cos b — senasen b (2) 
é conseguenza dell’altra 


sen (a+b) =senacosb-+cosasenb. © (1) 


Per far questo l’A. nella (1) muta a in > -——-a,ebin—Jd, e de- 


duce la (2). 

Ora a me pare che in quest’ultima affermazione Vi sia petizione di 
principio. Perché 1’A. nel generalizzare le prime due formole non sempre 
dalla prima trae la prima e dalla seconda la seconda. Quando per es. 
dimostra che se le (1) e (2) sono vere per due determinati archi, sono 
vere ancora quando ad uno di essi si aggiunga un quadrante, dalla 
(1) deduce la (2), e viceversa. Talché nella dimostrazione le formole 
(1) e (2) conservano una certa dipendenza, in virti della quale la ge- 
neralizzazione dell’una di esse non é indipendente dalla generalizzazione 
dell’altra, e che quindi non possa poi legittimamente affermarsi che 
dall’una potra dedursi |’altra. . 


(*) Traduzione di A. Ferruccio. Firenze, 1856. 
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Siccome é difficile non riconoscere il merito dell’opera magistrale 
del Serret, da molti professori adottata come libro di testo nelle loro 
scuole, specialmente dopo le eccellenti versioni che ne hanno fatto i 
professori Grassi e Fenoglio, ho creduto, con questa piccola nota, di 
fare rilevare quella piccola svista, e indicare nello stesso tempo un 
modo come evitarla. 

Mi propongo di generalizzare la (1). 

Prima osservo che la (1) & vera sempre, se si considerano i soli 
valori assoluti dei sent e dei cosené degli archi a e b. Poi, come fa il 


fee : 7 7 
Serret, pur conservando la restrizione che sieno a< we b> >? tolgo 


Tv . ° 
quella che sia a+b ez: Indi continuerd nel seguente modo: 


T 
QO ? 

In quest’ipotesi sara sen (a+b) positivo. Dalla figura si rileva poi 
che sena>senb e cosb> cosa, e quindi, tenuto conto anche che 
cosa @ negativo, risultera in valore e segno, sen a cos b > cos asen/, 
e sen a cos b + cos asen b, che si riduce ad una differenza, sara positiva. 


a) Sieno a> b<tyatb<n. 


b) n>a>=,b<—,atb>n. 


In questo caso sen (a + b) é negativo. Dalla figura si ha sen a<sen #, 
e, in valore assoluto, cos b< cosa. Percid il valore assoluto di sen a cosh 
é minore del valore assoluto di cosasenb; e senacosb-+ cosasenl, 
che si riduce alla differenza fra il valore assolulo di senacosb e quello 
di cosasenb, presa, tale differenza, con il segno di cosasenb, sara 


negativa. 
™ Ca 
c) Tra>zZ T>b>s7- 
Sieno a' e b' i supplementi di-a e b. Siccome a’+b' = 2m — (a+), 
’ ’ ’ 7 ’ ™ 
ea+b>n, sara a’'+b'<m, cona <ob o> Per questo caso 
la (1) @ vera (1* parte della discussione del Serret); sara percid 
sen (a' +- b') = sen a’ cos b'+- cosa’ sen b'. 


Ponendo per a’ e Db’ i loro valori  —a, = —b, si avra, dopo ovvie 
trasformazioni, di nuovo la (1). 

Concludendo, la (1) @ vera per tutti i valori positivi di a e b mi- 
nori della mezza circonferenza. 

La (1) é vera per tutti i valori positivi di a e di b. Infatti, sieno 
a=kn-+a',b=k'x+10’', dove a e b' sono minori della mezza cir- 
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conferenza. Per questi due ultimi archi la (1) é vera. Ponendovi per 
ae b' i loro valori si ha: 
sen[a+-b—(k--k’)z]=sen(a—kr) cos(b—k'r) +-cos(a—km)sen(b—K'r) « 
Se k e k' sono entrambi pari o entrambi impari, da questa formula 
si deduce subito la (1); se sono uno pari e l’altro impari, questa for- 
mola si trasforma in 


— sen (a+ b) = — sen acosb — cosasenb, 


che non é altro che la (1). 

Tutto quanto é detto in a), b), c) dovrebbe sostituirsi alla seconda 
parte della discussione del Serret. 

La terza e quarta parte si potranno conservare immutate, limitata- 
mente sempre alla generalizzazione della formola (1), eccette perd la 
conclusione relativa alla parte quarta, in cui si dice che le formole 
(3) e (4), cio’ quelle relative alla sottrazione degli archi, sono vere in 
generale. Dopo si potra aggiungere |’osservazione del paragrafo 38, in 
cui dalla (1) generalizzata si deduce la (2), ed infine cid che si é la- 
sciato della parte quarta, cioé come dalle (1) e (2) si ottengono le (3) e (4). 


Catania, aprile 1894. 
S. CaTvanta. 
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Risoluzione della Questione IV. 


EnunciATo. In un piano sono date » rette a,, a, ... a,. Determi- 
nare graficamente la posizione di un punto P pel quale si abbia 
2, P= H+ By Po” + oe + Py Py” = Minimum 
essendo p, py... Pp, le distanze del punto P dalle rette date e p, py... 6, C0- 


efficienti assegnati. 
N. JADANZA. 


SoLuzionE. — Siano P, P, ... P,, i piedi delle perpendicolari ab- 
bassate dal punto P sulle rette a, a, .. a, , & noto che P é il bari- 
centro dei punti P, P, ... P,, cui siano affisse masse proporzionali 
ai coefficienti p, p, ... p,,, cioe ponendo m—p,+p,+..+p,, ed 
adottando le notazioni del Calcolo Geometrico (*), ha luogo la relazione 


mP =p, P, +p, Ppt oo + Pn Pr 


[Rivista di Matematica, vol. II, fascicolo 1°, e la dimostrazione pil 
elementare del Bertot nei Comptes rendus hebdomadaires des séances 
de l’ Académie des Sciences, Paris 1876]. 

Ad ogni punto A del piano facciamo corrispondere il punto A’ tale 


che 
(1) mA'’=p, A, +p,A,+..+ 6, An 


essendo i punti A, A, ... A,, i piedi delle perpendicolari abbassate dal 

punto A sulle rette a, a, ... a,. Si viene cosi a stabilire, tra i punti 

del piano, una corrispondenza definita dall’uguaglianza (1). Fra tre 

punti A, B, C del piano in linea retta passa la relazione 

(2) fine eee. 
AB AB 


indicando con u il bivettore unita, con a, a,...a,, 2 linee in grandezza 


B 


(*) G. Peano. — Calcolo Geometrico secondo |’Ausdehnungslehre di H. 
Grassmann. Torino, 1888. 
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eguali all’unita di misura e rispettivamente situate sulle rette a, a,..4, , 
econ A’, B’, C’ i punti corrispondenti ad A, B, C hanno luogo le tre 
relazioni 


m A'=p, (A | ua,.a,)+p,(A | ua,.a,)+..46,(A | ua, .a, 
mB'=p, (B | ua,.a,)+,(B | ua,.a,)+...+ 6, (B | ua,.a,) 


mC'=p, (C | ua,.a,)+p,(B | ua,.a,)+...+ 9, (C | ua,.a,) 


Sostituendo in quest’ultima al punto C ilsecondo membro della (2) 
dopo aleune riduzioni si trova 


:. AC 
(3) Cc’ = —.A'+-——.B 
: AB AB 
la quale dice che i tre punti A’, B’, C’ sono in linea retta. Se adunque 
un punto A si muove nel piano percorrendo una linea retta, il suo 
corrispondente A’ descriver& pure una linea retta, e le due rette si 
possono considerare come corrispondenti. Si pud quindi concludere che 
la corrispondenza stabilita & un’omografia. Essendo i punti A’, B’, C 
in linea retta, ha luogo l’eguaglianza 
CB \ A'C' 
= ee es: 
A'B A'B 
Confrontandola colla (3) si deduce 
AC CB 
A'c CB ”™ 


cioe due punteggiate qualunque corrispondenti sono simili, onde l’omo- 
grafia é affine. Delle tre rette unite una é la retta all’infinito del piano 
e contiene due dei tre punti uniti, l’altro punto unito sara, in generale, 
al finito ed @ precisamente il punto P che si cerca. L’omografia po- 
trebbe in qualche caso essere un’omologia coll’asse all’infinito, cioe 
essere un’omotetia: allora il punto P é il centro d’omotetia. 

Per trovare graficamente il punto P si determinino i punti A’, BY, C’ 
corrispondenti di tre punti A, B, C non in linea retta. Per avere A’ 
si possono determinare i punti A, A,...A,,, allora si ha 


C’ B 


ae 
m 


essendo I il vettore ¢,(A,—A)+p,(A, —A)+..-++¢, (A, — A). Si 
vede che, acciocché le cose dette abbiano valore, deve essere m di- 
verso da 0. 

E facile convincersi che nella costruzione grafica, avendo solamente 
id mira la ricerca del punto P, al punto A si pud far corrispondere 
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1 5 A Nee 
il punto A-+-I invece che il punto A+— I. Determinati A’, B’, C, 


resta a determinarsi il punto unito a distanza finita nell’affinitaé deter. 
minata dalle tre coppie di punti corrispondenti A A’, BB’, CC’. Per 
questo dal punto all’infinito della retta AB si proietti il punto C, e 
dal punto all’infinito della retta A’B’ si proietti il punto C’; se inoltre 
quest’operazione si immagina effettuata per tutte le altre coppie di 
punti corrispondenti, si ottengono due fasci di raggi paralleli proiet- 
tivi, anzi prospettivi, essendo unito il raggio che proietta i loro centri, 
I raggi corrispondenti si secheranno in punti tutti situati in una stessa 
retta uw, che si pud costruire. Analogamente si determini la retta v su 
cui si intersecano i raggi corrispondenti di due fasci di raggi prospet- 
tivi analoghi a quelli ora considerati, i cui centri siano i punti all’in- 
finito delle due rette AC, A’C’ ovvero delle due rette BC, BC’. Il 
punto di intersezione delle due rette uw e v sarail punto P, chesi cerca. 

Nella costruzione grafica, questa soluzione offre un notevole vantagio 
su quella data dal Bertot e su quella data dal Sig. Peano nel Vol. I 
di questa Rivista. 

Non saranno forse fuori proposito le considerazioni che seguono. 

Indichiamo con P un punto variabile qualunque del piano, le cui 
distanze da m rette date a, a... a, siano rispettivamente p, p, .../)), ; 
siano ancora ~, ~, «2, 2 numeri reali, la cui somma m sia diversa 
‘da 0; indichiamo inoltre con u il bivettore unit&é e con a, a, ... a, 2 
linee in grandezza uguali all’unita di misura e situate rispettivamente 
sulle rette a, a, .. a, 3 allora l’equazione 


(1’) Py (4, P)? + Gy (ag P)? + om + fn (4, P)? = k (UP)? 


rappresenta il luogo dei punti P per cui la somma dei quadrati delle 
distanze dalle rette a, a, .. a, moltiplicati pei numeri pg, p, .. 7, é 
una quantita costante k [Calcolo Geometrico, N. 89, 4]. Essa é@ di se- 
condo grado in P e rappresenta una linea di second’ordine. Volendone 
avere ]’equazione in coordinate cartesiane, prendiamo come elemeuti 
di riferimento un vettore I in grandezza uguale all’unitd di misura, 
il vettore J = | I ed un punto 0 qualunque: ogni linea a; si pud al- 
lora mettere sotto la forma 


a,=u,J0+v;0I+7;u. 
Avremo inoltre P=0+aI+yJ. 


Essendo gr.a;=1 sara Pa;=u;x+v;y+r7;, la distanza del 


punto P dalla retta a;: l’equazione (1') si potra quindi scrivere 


Zp (uetoy+r) =k 
‘ 





‘hes SE a: 


od anche 


(2') w#®2p,u?+-y*2ov2+2eyleuv+-2elp,ur+-2yle,.u.r,+ipr =k . 
a t i i i i 


Il vettore della linea a; @ data dall’uguaglianza 
a;u=v,;l—Uu;,J; 
onde si deduce 


er; | au—p,7;,u;I- 


> 


Si prenda il punto O coincidente col punto R, che é il baricentro 
dei piedi delle perpendicolari, dal medesimo abbassate sulle rette 
, dy «. G, Coi coefficienti p, p, ... ,3 punto che, per quanto si ¢ detto 
precedentemente, si pud sempre determinare essendosi supposto i di- 
verso da O: i numeri 7; rappresentano allora Je distanze del punto R 


dalle rette date, e per esso si ha Y¢;7; | a,u==O0 per il che dovra 
a 


essere L9;U;7; =O e Xp; v; 7; = 0 onde l’equazione (2) assume la forma 
i i 


ori Pi 
t a a 


elp,ur+y lp,v2ZR+2 ay o;u;,v; +e, r2R=k. 
t 

Variando la costante k, l’equazione (3’) rappresenta una famiglia 
di coniche aventi per centro il punto R ed omotetiche fra loro. Le 
direzioni degli assi comuni a tutte queste coniche si pud ottenere gra- 
ficeamente col procedimento indicato nel Caleolo Geometrico, N. 89, 7. 
Prendendo la direzione del vettore I coincidente con quella dell’asse 
focale delle coniche Ja loro equazione assume la forma 


ee 2s 5 2 ¥ iP cas’ 
pugjtrytp,vf+torvr=k. 
a 


Fra tutte ha importanza la conica per cui k = 0; la sua equazione é 


(A) x* 3p; u,* 


l 


Se i coefficienti g; sono tutti dello stesso segno, questa conica rap- 


presenta un’ellisse immaginaria; il suo centro R é allora il punto per 
cui Lp, p,? =p, r,2 = minimum. Consideriamo ancora la conica per cui 
i i 


k=2% 6,7, la eui equazione é 
i 


> 


Se la conica (A) @ un’ellisse immaginaria, la (B) sara un’ellisse 
reale e viceversa. Se una di esse @ un’iperbole reale, anche l’altra é 
un’iperbole reale: esse hanno allora gli stessi assintoti, e l’asse imma- 


> 


ginario dell’una @ situato sull’asse focale dell’altra. 


Rivista di Matematica (aprile 1894). 
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Le coniche (A) e (B) godono di una proprieta assai notevole. Per 
un punto P qualunque del piano passa una delle coniche di cui si é 
parlato, e la sua equazione é 


ad Pi u? ee y? 2 P; v? +2 P; r? or 
a a Z t 


Indicando con 2, y, le coordinate di un punto qualunque della 
econica (A) 0 della conica (B), e con x, y le coordinate di P, si pud 
serivere la formola 


’ v5 2 (m2 Tm 2) 2 (4,2 23 2 
(4 ) PPi = (x + &% ) ox P, UF + (YY + Yo ) te Vv; 
t t a 


che da la quantita 2; p,? relativa ad un punto P qualunque del piano 
i 

in funzione delle coordinate di esso punto e delle coordinate di un 
punto qualunque di una delle due coniche. I segni superiori si _rife- 
riscono alla conica (A), gli inferiori alla conica (B). Il punto di coor- 
dinate #,,y,) pud essere un punto qualunque di una delle due coniche 
(A) e (B); possiamo quindi scegliere quello in cui esse tagliano 1’asse 
focale, allora y, =0 ed x, diventa il semiasse focale;.se inoJtre « é 
l’ascissa del punto in cui la conica passante per P taglia l’asse focale, 
la formola (4’) si riduce alla 

i i 
Disegnata una delle due coniche (A) e (B), questa formola offre un 


metodo semplicissimo per determinare graficamente la quantita = 9, p,? 
i 


relativa ad un punto qualunque P del piano: e le due coniche hanno, 

a questo riguardo, analogia colla Conica det momenti nulli e colla 

Conica centrale nella teoria geometrica dei momenti d’inerzia. Dal 

punto di vista delle operazioni grafiche non é forse inutile notare che, 

essendo u;? + v,2 = 1, fra le costanti Sp; wv, e Lp; v;? passa la relazione 
i ‘ 


‘ re 
+ 


> 2 7 2 y 
Pj Ui + 4p; i Pr - 
t a a 


M. CANONICA. 





Sui fondamenti della Geometria. 


Nota di G. PEANO 


Numerosi trattati di Geometria veggono Ja luce ogni anno in Italia 
e all’estero; spesso ne arrivano alla redazione della Rivista, con do- 


manda di una recensione. 

Ora questi nuovi trattati non sono, in generale, perfezionamenti di 
quelli gid pubblicati; ma vi si ripetono, sotto varie forme, le cose con- 
tenute in altri, e non si tien conto di quelle osservazioni e studii spe- 
ciali fatti sui fondamenti della Geometria, i quali studii, benché fatti 
con scopo puramente scientifico, pur tuttavia fin d’ora permettono, in 
certa misura, di semplificare, rendendoli pitt rigorosi, i principii della 
Geometria. 

In questa nota mi propongo appunto di trattare sommariamente quei 
punti in cui si pud effettivamente raggiungere il doppio scopo del rigore 
e della semplicit’; e di far notare agli insegnanti ed agli studiosi che, 
anche nella matematica pitt elementare ci sia ancor vasto campo di 
ricerche per loro natura interessanti, e che possono essere immedia- 
tamente utili, perfezionando i metodi di insegnamento. Questi studii 
non esigono vaste cognizioni, ma logica rigorosa, 

k ben noto che, in Geometria, non tutto si pud definire; cid é espli- 
citamente detto da pitt autori. 

Perd varia assai presso i diversi autori il numero e la natura degli 
enti geometrici non definiti. 

Affinché risulti ben chiaro quali enti si definiscono in wun trattato 
qualunque, e quali no, si osservi che i termini, che trovansi in esso, 
appartengono in parte alla Grammatica generale, 0 Logica; sono tali i 
termini @, sono, e, 0, non... Chi si propone la loro classificazione ri- 
costruisce la logica matematica. 

Considereremo come termini geometrici tutti i termini che compaiono 
in un libro di geometria, e che non appartengono alla logica generale. 

E il primo lavoro a farsi si é la distinzione di questi termini, o 
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delle idee che essi rappresentano, in idee primitive, che non si defini- 
scono, e in idee derivate, che si definiscono. 

Dire che l’oggetto, 0 nome «, si pud definire, significa che, com- 
binando convenientemente i termini esprimenti le idee primitive coi 
termini di logica, si pud formare un’espressione identica a quella in- 
dicata col nome 2. 

Se in una definizione oltre al termine che si vuol definire, compa- 
risce qualche termine che non é stato definito, né classificato fra le 
idee primitive, si deve conchiudere che la classificazione non fu bene 
eseguita. 

E chiaro che le idee primitive si debbano ridurre al minimo numero; 
e che per idee primitive si debbano assumere idee semplicissime, e 
comuni a tutti gli uomini; esse debbono avere il loro nome in tutte 
le lingue. Chi incomincia lo studio della Geometria deve gid possedere 
queste idee primitive; non @ punto necessario che conoscea le idee de- 
rivate, che saranno definite man mano si progredira nello studio. 

Premesse queste osservazioni generali, passeremo rapidamente in 
rassegna le idee che nei comuni trattati si danno come primitive. 


Sul concetto di spazio. 


In quasi tutti i trattati italiani moderni si introduce per primo il 
concetto di spazio, dicendo che esso non si definisce, ma gli si attri- 
buiscono le proprieta di essere omogeneo, illimitato, infinito, divisibile, 
immobile, ecc., propriet&’ queste parimenti non definite. 

Ritenendo pertanto il concetto di spazio come fondamentale per la 
geometria, ne viene che non si potrebbe scrivere un trattato di questa 
scienza in una lingua che per avventura manchi di tali parole. Quindi 
non si potrebbe scrivere di Geometria nella lingua d’Euclide ed Ar- 
chimede, ove appunto manca la parola corrispondente al termine spazio, 
nel senso in cui lo si usa negli odierni trattati. 

In conseguenza una prima e notevole semplificazione si ottiene col 
sopprimere puramente e semplicemente il termine spazio, gli aggettivi 
omogeneo, illimitato e tutti i postulati che legano quel soggetto con 
questi attributi. 

Questa osservazione sulla inutilita del termine spazio, in Geometria, 
riuscird strana agli autori che incominciano il loro libro col parlare 
dello spazio. 

Perd l’esempio di Euclide e di tanti altri che non ne parlano affatto, 
é del tutto convincente. In seguito si vedra meglio il perché della su- 
pertluitaé di questo termine. 
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Intanto perd, nel presente articolo critico, si continuera ad usare il 
termine spazio nel significato usuale. 


Sui concetti di linea, superficie, solido. 


Euclide definisce ]a linea, la superficie e il solido mediante altret- 
tanti termini non definiti lwnghezza, larghezza e altezza. 

Molte altre definizioni furono in seguito proposte, ma tutte lasciano 
a desiderare. 

Cosi da pitt autori chiamasi solido una parte dello spazio, e swper- 
ficie il limite d’un solido. Ma anche i punti che stanno su d’una su- 
perficie o su d’una linea si trovano nello spazio, e quindi sono una 
parte dello spazio. I punti la cui distanza da un punto fisso é razionale, 
costituiscono una parte dello spazio; cid che separa questa parte dello 
spazio dal rimanente spazio, cioé il contorno di questo gruppo di punti 
(attribuendo a queste parole il significato preciso che hanno nella teoria 
dei gruppi di punti), é lo spazio intero, invece di essere una superficie. 

Spetta a Mébius (*) losservazione, che si possono dare superficie che 
hanno una sola faccia, od una sola banda; vale a dire, per usare ter 
mini dell’uso comune, se si colorisce la superficie, a partire da un suo 
punto, con continuita, senza mai attraversare l’orlo della superficie, si 
finird per aver colorita tutta la superficie, da ambe le parti di ogni 
punto di essa. Un esempio di siffatta superficie si forma intagliando il 
—_— ~~ |D_ rettangolo ABCD, e poi riunendo i 

lati AB e CD, in guisa che C venga 
in Ae Bin D. Una siffatta super- 
Bi ___|C ficie non pud costituire con altre su- 


perficie comunque prese, il limite d’un solido. 

Si vede cosi che i concetti di solido, superficie, linea, in generale, 
siano alquanto indeterminati; e per far vedere meglio questa indeter- 
minazione, gid altra volta, come esempio (**) diedi l’espressione analitica 
d’un punto, che si muove con continuita col variare d’una variabile 
numerica, e tale che Ja linea descritta dal punto copre l’intero piano, 
e ogni arco di linea copre un’area piana; e indicai pure l’espressione 
analitica d’una curva di cui ogni arco occupa un volume. 


(*) Einsetitéige Polyéder. Gesammelte Werke, 11 Band., pag. 519. 

(**) Sur une courbe ... Math. Ann. Bd. 36, pag. 157. Vedasi pure KILLING, 
Grundlagen der Geometrie, Paderborn, 1893, ove queste questioni sono 
profondamente discusse. 
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Queste difficolta si evitano facilmente col non parlare di solido, su- 
perficie, linea in generale, ma parlando solamente della retta, del piano, 
della sfera, ... cioé di quelle linee, superficie e solidi che compaiono 
effettivamento in Geometria elementare, lasciando alla matematica su- 
periore lo studio di questi enti in generale. 

Liberatici cosi dai concetti inutili e mal determinati, l’esame dei 
concetti fondamentali di Geometria acquista notevole semplicita. 


Geometria di Posizione. 


La semplificazione diventa pit grande se anzitutto ci. occupiamo 
solo di quel gruppo di proposizioni in cui non comparisce |l’idea del 
moto, e quindi nemmeno quella di lunghezza o di altre grandezze geo- 
metriche; questo gruppo di proposizioni costituisce la Geometria di 
Posizione. 

Il Pasch, nel suo importante libro Vorlesungen tiber neuere Ceco- 
metrie (Leipzig, 1882) giunse a sviluppare la Geometria di Posizione 
assumendo tre soli concetti primitivi, cioé il punto, il segmento reiti- 
lineo e la porzione finita di piano. Ma il terzo di questi concetti si pud 
ridurre ai precedenti assumendo per definizione del piano, o d’una sua 
parte, una delle ben note sue generazioni. Sicché, ammessi i due con- 
cetti, di punto e di segmento rettilineo, si possono definire tutti gli 
altri enti, e sviluppare tutta la Geometria di Posizione. 

Invece di dire «c é un punto del segmento ab » é forse pitt comodo 
dire « c giace fra a e b »; sicché tutta la geometria considerata basa 
sul concetto di punto, e sulla relazione fra tre punti a, b, ¢ espressa 
dalla frase « ¢ giace fra a e b ». Questi concetti si debbono ottencre 
coll’esperienza. 

In seguito si far’ anche uso delle notazioni di logica matematica, 
e per indicare le due idee primitive, scriveremo 

p invece di « punto », 
ceab invece di « c giace fra ae b >, 

Un trattato di Geometria potrebbe cominciare con parole come le 
seguenti: 

« Il punto si segna dagli agrimensori, sul terreno, con una palina 
« 0 con una pietra (termine). Sulla carta, sul legno, ... con un segno 
« fatto con un corpo terminato in punta. In agrimensura si verilica 
« che un punto ¢ giace fra a e b, quando una persona, posta in a, 
« vede che l’oggetto ¢ copre b. Dai disegnatori, fabbri, ... per ricono- 
« scere questa relazione fra i tre punti si adopera lo strumento detto 
« rigo; alcuna volta si usa una corda ben tesa .,. ». 





— 


Premessi questi od altri consimili schiarimenti, od anche soppressili 
del tutto, bisognera determinare le .proprieta deil’ente non definito p, 
e della relazione ce ab, mediante assiomi, 0 postulati. L’osservazione la 
pi elementare ci indica una lunga serie di proprieta di questi enti ; 
a noi non resta che a raccogliere queste cognizioni comuni, ordinarle, 
ed enunciare come postulati quelle sole che non si possono dedurre da 
altre pill semplici. 

Nel mio opuscolo « I principii di Geometria » (*) pubblicai l’analisi 
di queste proposizioni fondamentali, fatta colla logica matematica. I 
postulati ivi introdotti per trattare la geometria di posizione sono in 
numero di 17, ciascuno dei quali @ un’affermazione semplice. I primi 
11 coincidono in sostanza con quelli proposti dal Pasch. Credo cosa 
utile il riportarli qui di seguito. I numeri dei postulati, e tutte le ci- 
tazioni si riferiscono al mio opuscolo anzidetto, che sara indicato colla 
abbreviazione « Geom ». 


PostuuaTi I-VII. 


Post. I. « Si pud segnare un punto » 


p-=A. 


Post. II. « Segnato un punto a, possiamo segnare un nuovo punto 


“x, diverso da a » 
aep.o:eep.cx-—=a.-—xa. 
Post. III. « Fra due punti coincidenti non giace alcun punto » 
aep.0.da=A. 
Post. IV. « Fra due punti distinti giacciono dei punti » 
a,bep.a-=b.0.ab-=a. 
Post. V. « Se il punto c giace fra ae b, esso giace pure fra b ed a; 
ossia il segmento ba é identico ad ab » 
a,bep.ceab.o.ceba. 


Post. VI. « Il punto a non giace fra a e b; ossia l’estremo d’un 
segmento non é interno al segmento stesso » 


a,bep.o.a-eab. 


(*) Torino, Bocea, 1889. Havvi qualche lieve diversita di notazioni fra Ie 
formole di questo opuscolo, e le corrispondenti della presente nota. 
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La relazione fondamentale fra tre punti a, 0, ¢ espressa dalla frase 
« b giace fra a e c », come é@ enunciata, ha per soggetto il punto in- 
termedio b; noi vogliamo darle un’altra forma in guisa che abbia per 
soggetto un estremo c. Percid porremo: 
Definizione. « Invece di dire che 6 sta fra a e c, diremo che ¢ sta 
sul raggio a’b » 


a,b,cep.o:ceab.=.beac. (Geom. § 2 P!) 


La relazione bz ac si pud anche risolvere rispetto ad a, poiché (Post. V) 
basta scriverla sotto la forma be ca, onde, per la definizione ora in- 
trodotta, aecb. 

Il raggio ab @ adunque |’ombra del punto b rischiarato da «. 
Invece di dire « raggio ab » spesso diremo « il prolungamento 
segmento ab dalla parte di b», ovvero pit semplicemente « il prolun- 
gamento di ab ». Il prolungamento di ba é@ il raggio ba. 

Post. VII. « Dati due punti ae b distinti, esistono punti del raggio 
ab; ossia un segmento si pud prolungare da una qualunque delle due 
parti » 


a,bep.a-=b.0.ab-=a. 
I postulati finora introdotti non esigono alcun schiarimento. Hssi 


hanno differente importanza, come si vedra in seguito, quando saranno 
adoperati. 


PostuLatTi VIII-XI. 


L’osservazione comune ci indica molte altre proprieta dei segmeuti 

e dei raggi. Eccone le principali. 
1. a,cep.beac.0.ac—abutbvube. (Geom. § 7 P4) 
2. » 9.abnbe=a. (Geom. § 7 P35) 


« Dati due punti a e c, e un punto b fra essi, allora il segmento 
ac resta scomposto nel segmento ab, nel punto b e nel segmento lc; 
i segmenti ab e be non hanno alecun punto comune ». 


IES 


3. a,bep.c,deab.o.cdoab. (Geom. § 7 P49) 


« Se i punti c e d appartengono al segmento ab , tutto il segmento 
ed giace in ab >». 


4, a,bep.d.abnab=a. (Geom. § 6 P19) 
5. >» 9.ab-ba=a. (Geom. § 6 P21) 


« Dati due punti a e b, il segmento ab ed un suo prolungamento 
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non hanno alecun punto comune; e i due prolungamenti del segmento 
ab non hanno aleun punto comune ». 


6. a,b,cep.beac.o.ac=be. (Geom. § 9 P3) 
7. . .0.ab=bevicude. (Geom. § 8 P4) 


« Dati tre punti a, b, ¢ se b giace fra a e c, allora iraggi ace 

be coincidono; e il raggio a’b consta del segmento bc, del punto c, e 
del raggio b’c ». 

8 a,bep.c,deab.o.cdoab. (Geom. § 8 P14) 


« Se c e d sono punti del raggio ab, l’intero segmento cd giace 
sul raggio ab ». 

Analizzando queste proposizioni, si scorge anzitutto che esse sono 
dei gruppi di affermazioni, e non delle affermazioni semplici. 

Cosi, nella tesi della prop. 1 si ha leguaglianza fra due classi; ora 
un’eguaglianza a = b equivale all’insieme delle due proposizioni a0 6, 
boa; quindi la prop. 1 é equivalente al sistema delle prop. 9 e 10 che 
seguono: 


9% a,cep.beac.o.abitbvbeoac. (Geom. § 6 P! 


10. > .d.acoabutbube. (Geom. § 7 P3) 
La proposizione 9 alla sua volta, in virti dell’identita. di logica 
avboe,=.a0c.boe (Introduction au Formulaire, § 12, prop. 4), 
si scinde in tre proposizioni : 
11 VQ Ce p O8de. 0% a00 ae. (Geom. § 6 P3) 
12. » {0 UOOIC. 
13. > .0.bcoac. (Geom. § 6 P4) 
La 11, ove non si vogliano altri segni chei primitivi p, e czab, 
diventa 
a,cep.beac.o:deab.oa.dzac 
0, importando Vipotesi (Iutrod. § 12 prop. 13) 
a,cep.beac.deab.o.deac; 
e cambiando lettere, cioe leggendo b, c, d invece di d, b, c, onde 
avere la corrispondenza fra l’ordine alfabetico delle lettere, e la suc- 
cessione dei punti, si avra 


Post. VIII. a,dep.cead.beac.o.bead, 


€ siccome non sappiamo ridurre a forma pitt semplice questa proposi- 
zione, né la sappiamo dedurre dalle precedenti, la assumeremo come 
postulato. 
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La prop. 12 si pud leggere beac.w=b.9.eeac, che é un’iden- 
tita logica. 

La prop. 13 si ottiene dalla 11 scambiando a con c, ed osservando 
che ca = ac, in virti del post. V. Sicché la prop. 13 é conseguenza 
dei postulati V ed VIII. 

La prop. 10, ove tutto si esprima coi segni primitivi, e cambiando 
lettere, diventa 


Post. IX. a,dzep.b,cead.o:beac...b=c.vu.becd, 
che assumeremo come postulato. Pertanto la prop. 1 ha dato luogo a 
due nuovi postulati; e precisamente 
Post V . Post VIII. Post IX.0.prop1. 
Nel postulato VIII al posto di d si legga 0; si avra: 
a,bep.ceab.beac.o.beab. 
Ma, pel post. VI, b-<ba, e quindi (post. V) b-¢ ab; onde la tesi 
é assurda ; percid sara assurda l’ipotesi (Form. I, § 3 P13) 
a,bep.ceab.beac.=a (Geom. § 6 P18) 


la quale é conseguenza dei postulati V, VI e VIII. Questa proposizione 
si enuncia: 


TroreMa. « E assurdo che tre punti a, 0, ¢ siano tali che 6 giaccia 
fraadaec,ecfraae b>». 

Esportando la prima parte dell’ipotesi di questo teorema, e risol- 
vendo la terza rispetto a c, si avra: 


a,bep.o:ceab.ceab.=,a, 
ossia (Introduction, § 16 P2, e Formulario, I, § 4 P3) 

a,bep.o:ce(abuab).=,a 
da cui, eliminando il c (Introd., § 16 P5), 

a,bep.do0.abnab=a (Geom. § 6 P19) 
cioe 

TEOREMA. « Dati due punti a e b, il segmento ab ed il suo pro- 

lungamento dalla parte di 6 non hanno alcun punto comune ». Con 


uno scambio di lettere si ha che il segmento ab non ha nessun punto 
comune col suo prolungamento dalla parte di a. 


2 


Se invece, nel teorema indicato con § 6 P18 si risolvono le propo- 
sizioni rispetto ad a, esso assume la forma: 


b,cep.acbc.acech.=a, 
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onde, esportando come prima; 
b,cep.o:acbc.acsch,=,A, 
da cui eliminando a, collo stesso processo con cui si é eliminato or 
ora il c, si avra: 
b,cep.0.bencb=a 
e leggendo a e b al posto di be c, si avra: 
a,bep.o.abnba=a, °* (Geom. § 6 P21}. 
cioe : 
TEOREMA. <« Dati due punti ae 0, non solo, come gia si é dimostrato, 
il segmento ab non ha nessun punto comune coi suoi prolungamenti 
da ambe le parti, ma nemmeno questi prolungamenti hanno alcun 


punto comune », 

Cosi le propriet& espresse dalle proposizioni 4 e 5 sono conseguenza 
dei postulati V, VI e VIII. 

Si ha il seguente 

TrorEeMA. « Dati due punti aed, secsta fraaed, eb fraaec, 


allora c sta fra bed». 
a,dep.cead.bedc.o.cebd. (Geom. § 7 P5) 
Infatti dalle ipotesi fatte, e dal post. VIII si trae bead.. 


Hp.o.bead. 
Ora dall’ipotesi b < ac, e dal post. VI, si deduce che b é distinto da c: 
Hp.o.c-=b. . 
Dall’ipotesi be ac, e § 6 P18 si trae: 
Hp.o.c-eab. 
Quindi si ha: 
(x) Hp.o.a,dep.b,cead.c-=—b.c-eab. 
Ora il post. IX, ove si scambi b con c, e si trasportino due parti 
dal secondo nel primo membro, diventa 


(f) a,dep.b,cead.c-cab.c-=—b.9.cebd, 


Le («) e (8) sono le premesse d’un sillogismo, la cui conclusione é 


Hp.o.cebd 
che é il teorema a dimostrarsi. Esso dipende dai post. V, VI, VIII, IX. 
La proprieta espressa dalla prop. 2 si pud enunciare 
a,cep.beac.dzeab.dzebc—a, 


ed essa @ conseguenza dei postulati finora introdotti. 
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Invero, pel teorema ora dimostrato (Geom. § 7 P5), si ha: 


(a) a,cep.beac.deab.o.bedc; (post. V, VI, VIII, IX) 


moltiplicando i due membri per d¢ be si ha: 
(8) a,cep.beac.deab.debc.9.bede.debe. » 
Ma una delle proposizioni gid dimostrate (Geom. § 6 P18) ¢ 


(y) b,c,dep.bedce.debc. =A (post. V, VI, Viil) 


: 
da (f) e (y) si deduce il teorema a dimostrarsi, che é conseguenza dei 
postulati V, VI, VIII, IX. Anche la propriet&é espressa dalla prop. ¢ 
si pud dimostrare, e dedurre dai postulati III, V, VIII, IX. 

TEOREMA. « Se sopra un segmento ab si prendono due punti ¢ ed, 
Vintero segmento cd @ contenuto in ab ». In simboli 

a,bep.c,deab.o.cdoab. (Geom. § 7 P45) 

Infatti, nelle ipotesi enunciate, in virti del postulato TX, o d sta fra 
a@ec, o coincide con c, o giace fra c e b. 

Ma, se d giace fra a e c, il segmento cd sara contenuto in ca; ma 
poiché ¢ giace fra a e b, il segmento ca sara contenuto in ab; quindi 
ed sara contenuto in ab. 

Se d coincide con c, il segmento cd é@ nullo, e quindi é contenuto 
in ogni classe. 

Se d giace fra c e b, sara cdobe; ma beoab; quindi cdoab. 

Dunque, qualunque sia la posizione dei punti c e d in ab, sempre 
il segmento cd é contenuto in ab. 

In modo analogo si possono scomporre in proposizioni semplici le 
proprieta affermate dalle proposizioni 6, 7, 8; si troveré un gruppo 
di proposizioni fra cui due sole si debbono assumere come postulati, 
€ sono 

Post. X. a,bep.c,deab.o.c=d.vu.cebd.v.ache. 


« Se c e d sono due punti del prolungamento di ab, allora o essi 
coincidoio, o ¢ sta fra b e d, ovvero d sta fra bec ». 
Post. XI. a,b,c,dzep.beac.ce bd.o.cead. 


« Se b sta fraaec,ec frabed, allorac sta fraae d >». 


Definizione della retta. 


Finora si sono considerati semplicemente dei segmenti e dei raggi. 
In pitt modi si pud definire la retta illimitata. Si pud ad esempio porre: 
DEFINIZIONE. « Essendo a e b due punti distinti, dicesi retta deter- 





a 
minata da a e da b Ja figura formata dal segmento ab, dai suoi estremi 
ae 6, e dai sui prolungamenti ab e b'a >. 


a,b ¢ p.a-=b.0.retta(a,b)=b'artavabetbvuab. (Geom. § 9 P8) 


Si osservi che retta(a,b) & una classe di punti; e la formola ce 
retta(a ,b) si legger& « c é un punto della retta ab ». 

Si ha immediatamente retta (a , b) = retta(b,a) , poiché scambiando 
acon 6, non si fa altro che permutare le parti della retta. 

Se c @ un punto del segmento ad, sara retta (a,b) = retta(a,c). 
Invero, dalle ipotesi fatte si avri 

ba=c'a.ab=acvrtcvch.ac=cbuitbvab; 

sostituendo e raggruppando convenientemente le parti in cui é scom- 
posta la retta ab, si forma la retta ac. Analogamente se c é un punto 
del raggio ab , ovvero del raggio b'a , sari sempre retta(a,b)—retta(a,c) ; 
onde : 
a,bz p.a==b.c ¢ retta(a,b).c-=a.0.retta(a,b)—retta(a,c). (Geom. § 9 P13) 


Di qui risulta che una retta é determinata da due suoi punti; e 
due rette aventi due punti comuni coincidono. 

Tre punti diconsi collineari se giacciono su d’una stessa retta. La 
condizione affinché tre punti siano collineari @ che o due coincidano, 
ovvero che uno appartenga al segmento determinato dagli altri due. 

Il raggio, o semiretta ab, come si @ detto, é il raggio che va da 
b in direzione opposta di a. Nell’uso comune si parla spesso della se- 
miretta che ha per origine a, e che contiene il punto ); Ja indiche- 
remo in seguito con semiretta(a,b), e per abbreviazione Sr (a, bd) ; 
sicché 

a,bep.a-=—b.9.S8r(a,b)=aburbvabd. 
Diremo complemento del raggio Sr (a,b) il raggio che va da a in 
direzione opposta di b , cioé porremo 
CoSr(a,b)=da. 
Si avr 
retta (a,b) = Sr(a,b)vtavCoSr (a,b). 


Sull’indipenpenza dei postulati della retta. 


Le proposizioni finora esaminate costituiscono una parte della Geo- 
metria, che si potrebbe chiamare Geometria della retta. L’analisi di 
queste proposizioni, e la loro scomposizione in postulati si deve in so- 
stanza al prof. M. Pasch. Havvi qualche diversité fra quanto precede 
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e le trattazioni del Pasch, come pud assicurarsi chiunque esamini i due 
lavori; perd non credo di arrestarmi su queste leggiere differenze. 

La prima questione scientifica che si presenta si é se le proposizioni 
assunte come postulati siano effettivamente indipendenti, ovvero se si 
possano ridurre fra loro. 

Un lavoro fu pubblicato su questo soggetto dal Dott. Varmatt, col 
titolo Sui principi fondamentali della Geometria della retta (Rivista 
di Matematica, tomo II, pag. 71). Ivi l’A. studia il sistema di punti 
d’una retta fissa considerati come seguentisi in un senso, sicché abbia 
un significato la frase: « il punto bd segue il punto a». Mediante questa 
relazione fra due punti 1’A. esprime quella indicata colla frase: . il 
punto ¢ giace fra a e 6 », e ne ricava tutte le proprieta da tre pro- 
posizioni primitive. Ma questa riduzione non é applicabile ai punti 
dello spazio, poiché la relazione fondamentale fra tre punti, espressa 
dalla frase « il punto ¢ giace fraae 0b» non si sa esprimere mediante 
una relazione fra due punti soli. 

Si pud provare l’indipendenza di alcuni postulati da altri, mediante 
esempi. Gli esempi per provare l’indipendenza dei postulati si otten- 
gono attribuendo ai segni non definiti, che qui sono il punto, e la re- 
lazione fra tre punti espressa con ce ab, dei significati affatto qualunqie; 
e se si trova che i segni fondamentali, in questo nuovo significato, 


soddisfino ad un gruppo di proposizioni primitive, e non a tutte, si 
dedurra che queste non sono conseguenze necessarie di quelle; ossia 
che il secondo gruppo di proposizioni esprimono proprietéa dei punti e 
della relazione fondamentale ce ab che ancora non erano espresse da 


quelle. : 
Quindi per provare ]’indipendenza di 2 postulati, bisognerebbe por- 
tare 2 esempi di interpretazione dei segni non definiti (nel nostro cso 
p, e cz ab) ciascuno dei quali soddisfi a 2 —1 postulati, e non al ri- 
manente. 

Siffatto complesso di esempi mi riusci possibile costrurre per dimo- 
strare l’indipendenza delle proprietaé che si assunsero per caratteristiche 
dei numeri interi (Vedasi il mio articolo Sul concetto di numero, Ri- 
vista di Matematica, t. I, pag. 87). Qui invece siamo ben lungi dallo 
avere completata questa prova. 


Seco aleuni esempi: 


1. Secon p siintende numero positivo, Q (ovvero numero reale 4, 
o numero razionale positivo R, o numero razionale r), e con c¢ a si 
intende cha ¢ é compreso fra a e 6, cioe ce a~b, esclusi gli estremi, 
sono verificati tutti i postulati dall’1 all’11. Il segno ab, se a>)b, 
indica l’insieme dei numeri minori b, ese a<b, |’insieme nei numeri 
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maggiori di b. La retta ab coincide col sistema dei numeri considerati. 
Lo stesso avviene se si considerano i punti d’una curva aperta, i quali 
cioe si possano mettere ordinatamente in corrispondenza coi numeri 
precedenti. 


2. Se con p si intende numero intero (positivo o negativo) n, e 
con ce ab si intende ancora che ]’intero ¢ sia compreso fra a e b, sono 
verificati tutti i postulati precedenti, eccettuato il IV, poiché se a eb 
sono interi successivi, fra essi non @€ compreso alcun numero intero. 
Cosi ¢ dimostrato che il post. IV non @ conseguenza degli altri. 


3. Se con p si intende l’insieme dei numeri reali compresi fra Oe 1, 
compresi gli estremi, cioé l’intervallo 9, e con cz ab si intende sempre 
che c @ compreso fra a e Db, saranno verificati tutti i postulati prece- 
denti, eccettuato il VII; questo pertanto @ indipendente dagli altri. 


4, Con p si intenda l’insieme dei punti che stanno sulle tre se- 

mirette aventi la stessa origine; con cz ab la frase « ¢ giace sul pit 

breve cammino che unisce i due punti a e b, questo 

cammino essendo fatto sulle semirette date ». Sono veri- 

ficati tutti i postulati precedenti, eccettuato il X; poiché 

se a, b, c, d hanno la disposizione della figura, @ vero 

d che b sta sul pit breve cammino fra aece fraae d, 

ma non ne risulta che c e d coincidano, ovvero che ec appartenga al 
segmento bd, ovvero d al segmento bc. 


5. Se con p intendiamo numero intero positivo, N, e con c< ab 
la relazione « c 6 un multiplo comune di a e di 0 », saranno soddi- 
sfetti i postulati 1, 2, 4, 5, 8, 11; se dicendo c é un multiplo di a, 
si esclude il caso c—a, vale a dire si intende cz (N+1) Xa, sara 
ancora vero il postulato 6; gli altri non sono verificati. 


6. Se con p intendiamo i punti dello spazio ordinario, e con 
czab intendiamo « il punto c é equidistante da a e da b», allora ab 
rappresenta il piano perpendicolare alla retta da a a b, nel suo punto 
medio, e ae la superficie sferica di centro c e passante per a. Sono 
Verificati i postulati 1, 2, 4, 5, 6, 7, e non gli altri. Nel postulato 6 
perd si deve supporre a-=—b. 


7. Se con p intendiamo i punti dello spazio ordinario, e con 
ceab intendiamo « ]’angolo ach é retto, e ¢ é distinto daa e da b >, 
allora ab rappresenta la superficie sferica di diametro ab, e a'c il piano 
assante per c e perpendicolare alla retta ab. Sono verificati i postu- 
lati dall’1 al 7, e non i successivi. 

Cosi si pud continuare ; ma in questo istante noi possiamo solamente 





affermare che non si sanno scomporre le proposizioni assunte per po- 
stulati in altre pitt semplici; né si é provata la loro indipendenza. 


Geometria del piano. 


Scriveremo p, invece della parola retta. 
Essendo a, b, ¢ dei punti, scriveremo (a,0b,c)<¢Coll, o anche 
a,b,ceColl, per dire a, b, ¢ sono punti collineari. 


Post. XII. rep,.o:vep.ex—er.—=rA. 

Post. XIII. a,b,c < p.(a,b,c) -¢ Coll. d¢ be.ee ad.o:feac.es bf .- =; a. 

Post. XIV. > » » .feacorecad.ecbf.—=, A. 

Cioe: « Data una retta 7, si pud segnare un punto x fuori di essa », 

« Se a, b, ¢ sono tre punti non collineari, e se d é un punto del 
segmento bc , ed e un punto di ad, allora esiste un punto 7 apparte- 
nente al segmento ac, tale che e giaccia fra b ed f; vale a dire il 
segmento ac e il prolungamemto di be hanno un punto comune ». 

« Avendo a, b, ¢ lo stesso significato, se d é un punto di be, ed 
f un punto di ac, esiste un punto e comune ai segmenti ad e bf ». 

Prima di procedere oltre, introdurremo alcune notazioni. 

DEFINIZIONE. « Se a @ un punto, e & una figura, 0 classe di punti, 
con ak intendiamo l’insieme dei punti che stanno sui segmenti che 
vanno daa ai varii punti di k ». 

acp.keKp.o.ak=powe (yek. xe ay-=y A). (Geom. § 2 P: 

In conseguenza, essendo a, b, ¢ dei punti non collineari, con «/c) 
si intende l’insieme dei punti che stanno sui segmenti che uniscono 
a@ ai varii punti di be. 

Questa definizione @ applicabile anche se tutti i punti considerati 
giacciono su d’una retta. Cosi a(ab) = ab (Geom. § 6 P16). La scrittura 
a(avb) rappresenta il raggio che ha per origine a e che contiene 0: 

Sr(a,b)=aab. 

Indipendentemente da ogni postulato geometrico sussistono le pro- 

posizioni: 
acp.h,keKp.hok.o.ahoak. (Geom. § 3 P10) 
> > .0.a(hvuk)=ahvak. (Geom. § 3 P13) 


« Date due figure h e k, se la prima é parte della seconda, anche 
la proiezione della prima da un punto a é contenuta nella proiezione 
della seconda; e la proiezione della somma logica delle due figure ¢ la 
somma logica delle proiezioni delle medesime ». 
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Il postulato XIII contiene nell’ipotesi la lettera d, che non com- 

parisce nella tesi. Quindi con un procedimento di logica (Introduction, 
§ 18 prop. 10), essa si pud trasformare in: 

a,b,c ¢ p. (a,b,c) -¢ Coll: de bees ad.— = A 30: fe acces bf.-=p a. 

« Dati i punti non collineari a, b, c, se si pud determinare un 


punto d appartenente al segmento bc, e tale che e sia un punto di 
ad, allora si pud determinare un punto / di ac, tale ehe e sia un 


punto di bf ». 
Ma, per la definizione precedente, 


debc.ezcad,.-=q A equivale a e¢ a (be) 
e feac.ecbf.-=f a > eeb(ac), 
onde la proposizione precedente diventa: 
a,b,cep.(a,b,c)—eColl.eca(bc).0.eeb(ac). 
Esportando le due prime parti dell’ipotesi, questa si trasforma in 
a,b,cep.(a,b,c)-eColl.o:e¢a(be).0,.e¢b (ac) 


ovvero 
.0.a(bc) 0b (ac). 


» » 
Se in questa si scambiano a con 6, si avra 
> > .0.b (ac) 0a (be). 
Moltiplicandole logicamente membro a membro, si ha infine 
a,b,cep.(a,b,c)-e Coll.o.a(bc) = b (ac) (Geom. § 10 P6) 
cioe : 
TrorREMA. « Se a,6,c sono punti non collineari, il triangolo che 
si ottiene proiettando da a il segmento bc coincide con quello che si 
ottiene proiettando da b il segmento ac ». D’altra parte (post. V) si ha 
che be == cb , onde a (bc) = a (cb). Seriviamo abc invece di a (bc). Per- 
tanto nella successione abe & permesso di permutare il primo punto col 
secondo, ed il secondo col terzo; onde é permesso di invertire comunque 
l’ordine dei vertici del triangolo. 
TrorEMA. « Dati tre punti non collineari a, 6, c, e preso fra ab un 
punto p, e su ac un punto q, tutto il segmento pq appartiene al tri- 
angolo abc». 


a,b,cep-Coll.peab.geac.o.pgoabe. (Geom. § 10 P10) 


Infatti, poiche qgeac, ne risulta pg 0 pac, per la definizione di p (ac). 
Ma pac = cap , pel teorema precedente. 
Dall’ipotesi pe ab, e dal postulato VIII si ricava apoab; onde 


capocab. Infine si ha cab = abc. 


Rivisia di Matematica (maggio 1824), 
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Dunque pq0 pac. pac = cap . capo cab. cab = abc ; da cui pg 0 abe. 
La proposizione precedente sussiste pure se a, 6, c sono collineari, 


purché a non appartenga al segmento bc. 
DeFINIZIONE. « Una figura k dicesi convessa, se il segmento che 


unisce due punti di essa @ tutto contenuto in essa ». 
keConv.=:keKp:v,yek.oxz,,.xyok. (Geom. § 2 P14) 
Senza bisogno di postulati geometrici si dimostrano le seguenti pro- 
posizioni: 
TroREMA. « La figura comune a due figure convesse @ una figura 
convessa », 
h,keConv.o.hoke Conv. (Geom. § 3 P31) 
TroreMA. « Se a, 0, c sono punti d’una figura convessa, il trian- 
’ ’ p 5 ? 
golo abe é tutto contenuto in essa; e se a, 6, c, d sono quattro punti 
d’una figura convessa, il tetraedro abcd fa parte di essa ». 
keConv.a,b,cek.o.abeok. (Geom. § 3 P33) 
» .d,b,c,dek.o.abedok. ( » 34) 
Aleune proposizioni gid enunciate nella Geometria della retta, in- 
troducendo il concetto di figure convesse, si semplificano. Cosi abbiamo: 
« Il segmento compreso fra due punti ae b @ una figura convessa; 
come pure lo stesso segmento cui si aggiunga un estremo, o tutti e 


due. Un raggio é una figura convessa, anche se gli si aggiunge l’ori- 
gine. Ogni retta @ una figura convessa ». 


a,bep.o.ab,abvura,abtavtbe Conv. (Geom. §7 P46,47,48) 
> ab,a@borbe Conv. (Geom. § 8 P15, 16) 
» retta (a,b) Conv. (Geom. § ¥ P17) 
Ritornando alla Geometria del piano, l’ultimo teorema dimostrato 
si trasforma in quest’altro: 
TEOREMA. « Se si proietta una figura convessa k da un punto a 
fuori di essa, la figura risultante ak @ pure convessa >. 
kzConv.aep.a-ek.9.akeConv. (Geom. § 10 P13) 
Ne risulta che un triangolo abc , ove a-¢ be, @ figura convessa. 
TroreMA. « Dati tre punti a, b, ¢ non collineari, se p é un punto 
del triangolo abc, allora questo triangolo resta scomposto nel punto p, 
nei segmenti pa, pb, pc, e nei triangoli pab, pbc, pea ». 
a,b,cep-Coll. pe abe.o.abe= cp — paw pov per pab— pbe v pea. 
(Geom. § 10 P26) 
Infatti per definizione, se pz ab-, esiste un punto d di bc, tale che 
pad. 
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Ora se debe, sara be = bd vt dude; onde proiettando, 


abe = abdvadvuadc. 


E se p @ un ad, sara ad =apvtprupd; onde abd — bad = bapv 
bpv bpd, e ade = cad = cap cp~cpd . Sostituendo nell’espressione di 
abe si avra questo triangolo scomposto in parti nel modo indicato. 

TroREMA. « Presi nell’interno del triangolo abc due punti distinti 
pe, il raggio p'g incontra il perimetro del triangolo >. 


a,b,cep-Coll.p,g ¢ abe.p-=q.0.p'¢ 0 (tavabutbubevutevucaj-=a. 
(Geom. § 10 P27) 


Infatti, poiché pe abe , sara, pel teorema precedente, 
abe =t pv par pabu pb — pbe v pe v pea 
e poicht ge abc, e g->=p, sara 
qe par pab pb — pbe vu pe v pea 
cioe 
qep(tavaburtbubeutcevca). 
Cid significa che g sta su qualche raggio che da p proietta il pe- 
rimetro del triangolo. Cid equivale alla proposizione a dimostrarsi. 
DEFINIZIONE. « Dato un punto a ed una figura k, con ak intendiamo ‘ 
la figura deseritta dal raggio ay, ove y coincida successivamente con 
tutti i punti della figura k, cioé l’ombra di k illuminata da a »: 


azpkeKp.oak=powe (yekwea'y——yA). (Geom. §2 P4) 


In conseguenza, essendo a, 0, ¢ tre punti non collineari, abe rap- 
presenta la figura descritta da ay, ove y percorra il segmento be: 
essa & limitata dal segmento be e dai due raggi wbea'c. La scrittura 
abe, cioe a'(b'c) rappresenta l’angolo limitato dai raggi a’c e b'c. Se 
yr & una retta non passante per a, a'r rappresenta il semipiano limi- 
tato dalla retta 7», e che non contiene a. 

Indipendentemente da ogni postulato geometrico sussistono le pro- 
posizioni : 

acp.h,keKp.hok.o.ahoak. (Geom. § 3 P11) 
’ .0.a@ (hUk) =ahvak. ( » P14) 

Ricorrendo al postulato XIV si dimostra — 

TrEoREMA. « Se hf @ una figura convessa, e se a 6 un punto non 
appartenente ad h, allora la figura ah é convessa; come pure lahuah; 
come pure la ahuhuah (Geom. § 11 P6, 7, 8). 

Dati tre punti non collineari a, 6, c, con piano (a, b, c) si pud 
indicare per definizione, la figura costituita dai tre punti a, b, c, dai 
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segmenti ab, ac, bc, dai loro prolungamenti ab, b’a, a'c, ca, b’c, cb, 
dal triangolo abc, dalle tre figure abc, bica, cab, e dagli angoli 
abc, Vea, cab. 

TroreMA. « I] piano (a, 0, c) non si altera se al posto di a, b,¢ 
si mettono tre punti qualunque non collineari d, e, f del piano stesso», 
ossia 


a,b,cep=-Coll.d,e,fepiano(a,b,c).d,e,f-eColl.o. 
piano (a ,b ,c) = piano (d ,e, f) (Geom. § 11 P23) 


Daremo un cenno della dimostrazione di questa proposizione, ri- 
mandando per lo sviluppo completo all’opuscolo menzionato. 
Supponiamo anzitutto che, essendoa, b, c non collineari, d sia un 
punto di bc. Allora, dalla Geometria della retta, risulta 
(1) be = bdutdude. 
Proiettando si ha: 
(2) abe = abd ad adc 
(3) abe = abd -advade 
(4) bea=bda-davdca. 
Si ha 
(5) db=c'b 
da cui 
‘6) adb=a'cb. 
Si ha, sempre dalla Geometria della retta, 
(7) b'd=devrevbe 
da cui 
(8) abd=adcevdcvabd'c. 
Ricorrendo ai due postulati XIII e XIV si dimostra che 
(9) biad = adevacub'ac. (Geom. § 11 P15) 
Trasformando convenientemente questa, si ha: 
(10) dab =cabvcavcda. (Geom. § 11 P16) 
Le prop. (1) ... (10) dicono che le diverse parti costituenti il piano 
(a, 6, c), convenientemente raggruppate, formano il piano (a, Db, @), 
cioe 
(11) dzbc.o.piano(a,b,c) = piano(a,b,d). (Geom. § 11 P17) 


Si scambi nella (11) ¢ con d e si ricordi che se debe, dire che 
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a, 6, c non sono collineari, equivale a dire che non losono a, 0, d. 
Essa diventa : 
cebd.o. piano (a,b, d) = piano (a, b ,c) 
ovvero 
(12) deb'c.0.piano (a,b,c) = piano(a,b,d). 

Scambiando in questa 6 con c, si ha: 

decb.o.piano(a,c,b) = piano(a,c,d). 

Ora piano (a ,c,b)= piano(a,b,c), dalla definizione del piano; 
essendo poi 6 fra a ec, per la 11, piano(a,c,d)=—piano(a,b,d); 
dunque 
(13) decb.o.piano (a,b,c) = piano(a,b,d). 

Le prop. (11) , (12), (13) dicono che se si prende il punto d sul 
segmento be, 0 su uno qualunque dei suoi prolungamenti bc o cb, 


sempre i due piani coincidono. Quindi, comunque si prenda d sulla 
retta be , purché distinto da b, sempre i piani abe ed abd coincidono. 


(14) de retta(ab).d-—b.9.piano(a,b,c)—=piano(a,b,d) . (Geom. § 11 P18) 


Ne risulta 
(15) deabe.9.piano(a,b,c) = piano(a,b,d). 

Infatti, dall’ipotesi si deduce che esiste un punto p tale che pe be. 
deap. Quindi per la (11) piano (a,b,c) = piano (a,b,p), e piano (a,b,p) 
= piano (a,b,d) . 

(16) deabe.o.piano(a,b,c) = piano(a,b,d). 


Infatti esisterd un punto p tale che pe bc, dzea'p; per la (11) sara 
piano (a,b,c) = piano (a,b,p) , per la (12), piano (a,b,p) = piano (a,b,d) . 


(17) deab'c.9.piano(a,b,c) = piano(a,b, d). 


Di qui si deduce che qualunque sia il punto d del piano a, b, c, 
purché non collineare con ae b, sar& sempre piano (a,b,c)=piano(a,),d). 

Se ora e & un nuovo punto del piano, non collineare con a, b, d, 
sari piano (a,b ,d) = piano(a,d,e); ed infine se f é un punto non 
collineare con d ed e, sara piano(a,d,e)=piano(d,e,/f); quindi 
piano (a ,b ,c) = piano(d,e,f). 

DEFINIZIONE. « Quattro punti diconsi complanari (per abbreviazione 
Cmp.) se giacciono in un medesimo piano >. 

Risulta dalle cose dette che la condizione necessaria e sufficiente 
affinché quattro punti siano complanari é o che tre di essi siano col- 
lineari, ovvero che uno di essi sia interno al triangolo determinato 
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dagli altri tre, ovvero che i segmenti di una delle coppie che si ot- 
tengono unendo a due a due i punti dati si incontrino: 


a,b,c,dep.o:a,b,c,deOmp. =.a,b,ceColl.v.a,b,d 
eColl.v.a,c,deColl. v.b,c,deColl.vu. aebed.v.beacd, 
v.ceabd.u.dcabe.v.abocd-=—a.v.acnbd=-=aA.v.ad 
Abe =A. (Geom. § 11 P28) 


TroREMA. « Se Ja retta » ha comune col piano p due punti a e b 
distinti, l’intera retta r giace nel piano p » (Geom. § 11 P29). 

Infatti, se c é un punto del piano p non collineare con a e ), il 
piano p coincide col piano determinato dai tre punti a, b, c. Ma il 
piano a, b, c, per definizione, contiene la retta ab, cioé la retta 7; 
dunque la retta » giace nel piano p. 

Data una retta 7, ed un punto a fuori di essa, si ha a considerare 
la figura a7 che dicesi un semipiano; e la figura r’ra che é pure un 
semipiano. Porremo 

Sp(r, a) = r'ra 
CoSp(r,a)=a’r. 
Si ha 
re pte p.a-er.be Sp(r,a).0.Sp(r,a)=Sp(r,b) (Geom. § 11 P35) 
> > » > .0.CoSp(7",a)—=CoSp(7",b) » P33) 
> » » .beCoSp(7,a).0.Sp(7,b)=CoSp(r,a) » P34) 
> > >» .O.piano(r,a)=r v Sp(7,a) VU CoSp(7,a) . 


Geometria solida. 


Post. XV. « Dato un piano h, si pud segnare un punto a fuori di 
€SsO >. 

Seriveremo p, invece del termine piano; sicché 

hep,.0:adep.a-ch.-=,A. 

Dati i punti non complanari a, 6, c, d, ha significato la scrittura 
a(bcd), che indicheremo pit brevemente con abcd, e che é il tetraedro 
luogo dei segmenti che vanno da a ai varii punti del triangolo lcd. 

TroreMA I. « Se a, 0, c, d sono punti non complanari, i tetracdri 
abcd e bacd coincidono ». 

a,b,c,dep-Compl.o.abed = bacd, 
Infatti, per definizione di abcd si ha: 


(1) weabed.=:yebed. xveay.-=yA 
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ciot, dire che 2 @ un punto del tetraedro, equivale a dire che si pud 
prendere un punto y della base bcd tale che x sia un punto del seg- 
mento ay. Ma per definizione del triangolo bcd si ha 


yebed. =:2ecd. yebz.—-=7 A. 
Sostituendo si ha: 
(2) weabed.=..2ecd.yebz.—-=, A: veayi==yA 
ciot, dire che « 6 un punto del tetraedro, equivale dire che si pud 
determinare y in guisa che si pud determinare un punto 2 del seg- 
mento cd tale che y stia fra b e z, e che y sia tale che & Stia fra a 
ed y. Il secondo membro di quest’eguaglianza si trasforma, servendoci 
dell’identita 5 del § 18 dell’Introduction, in 
xeabed.=:z2ecd.ysebz.xeay.-=y,:A 
cioe, se @ @ un punto del tetraedro, si possono determinare i due punti 
y e 2 in guisa che 2 appartengaa cd, y a bz, ex ad ay. Questa pro- 
posizione, colla stessa identité logica si trasforma in 
(3) weabed. =... zecdi: yebs.xveay.-=yAi-=zA 
cioe, dire che x @ un punto del tetraedro, equivale a dire che si pud 
determinare un punto z di cd in guisa che si possa determinare un 
punto y del segmento bz tale che x giaccia fra a ed y. Masi ha, per 
la definizione del triangolo 


yebs.xeay.-=yAi:=.xveabz; 
percid l’ultima eguaglianza si trasforma in 
(4) xeabed.=:zecd.veabs.-=zA 


la quale si @ ottenuta dalla prima, cioé dalla definizione, con pure tra- 
sformazioni logiche. Ora, poiché a, b, z non sono collineari, dal po- 
stulato XIII si @ dedotto abz = baz; onde 


(5) w«weabed.=:zecd.xebaz.—-=zA. 
Se nella (4) scambiamo a con 6 si ha: 
xebacd.=:zecd.xebaz.—-=ZA. 
I secondi membri della (5) e (6) essendo uguali, deduciamo 


(7) xeabced. =.xebacd, 


donde, operando con x sui due membri, si ha la formula a dimostrarsi. 
Il lettore pud dimostrare facilmente le proposizioni che seguono: 
lI. «Se eé un punto interno al tetraedro abcd , questo tetraedro viene 

scomposto nel punto ¢, nei quattro segmenti che vanno da e ai vertici 
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del tetraedro, nei sei triangoli eab, ... formati da e cogli spigoli del 
tetraedro, e nei quattro tetraedri di vertice e e di base le faccie del 
tetraedro dato >». 

III. « Il prolungamento d’un segmento contenuto in un tetraedro 
incontra sempre la sua superficie >. 

IV. a,b,c ,dep-Comp.ecbed.fead.o.aerbcef-=A. 

Dimostreremo ancora il seguente 

TrorEMA V. « Se in un piano q sono contenute due rette ab e cd, 
e se e é un punto fuori del piano g , i piani eab e ecd hanno comune 
una retta »: 


7&p,;.-@,0,C,d€¢.€-=b).cmo=—a.ceEp.€-EqG.0irEPy.70 
piano(e,a,b).ropiano(e,c,d).-=,A. (Geom. pag. 38) 


Infatti, poiché i punti a, b, c, d sono complanari, o tre di essi 
sono collineari, o uno di essi é interno al triangolo determinato dagli 
altri tre, o si incontrano i segmenti ab e cd, ovvero ac e bd, ovvero 
ad e be. (Geom. § 11 P28) 

Se a, 6, ¢ sono collineari, allora la retta ec giace nei due piani dati. 

Se a é interno al triangolo bed , cid vuol dire che il raggio ab e 
il segmento cd si incontrano in un punto /, e la retta ef giace nei 
due piani dati. 

Se i segmenti ab e cd si incontrano in un punto f, la retta ef giace 
nei due piani. 

In tutti questi casi semplicissimi @ cosi dimostrato il teorema, ed 
é anzi determinata la retta cercata mediante il suo punto d’incontro 
col piano qg. Rimangono a considerarsi gli ultimi due casi, in cui 0 ac 
incontra bd, o ad incontra be; i quali si riducono l’uno all’altro collo 
scambio delle lettere c e d. Se le rette ab e cd, che giacciono in uno 
stesso piano, si incontrassero, la dimostrazione si pud dare come le pre- 
cedenti; ma in quanto segue non faremo alcuna ipotesi sull’incontrarsi 
o meno delle rette indefinite. Si badi incidentalmente che non abbiamo 
ancora parlato delle parallele condotte da un punto ad una retta, e non 
sappiamo se ne esista una o pit. 

Supponiamo adunque che i punti a, b, c, d siano tali che esista 
un punto A comune ai segmenti ad e be, cioe head. hebc. 

Si prenda sul prolungamento di ae un punto m, sicché sia mea, 
cosa possibile pel postulato VII. 

Poiché i punti m, a, d non sono collineari, e @ un punto di ma, 
ed h un punto di ad, ne risulta, pel postulato XIV, che esiste un 
punto » appartenente ai segmenti ed ed mh. 

Poiché i punti m,b,c non sono collineari, ed 2 é& un punto di lc, 
ed m un punto di mh, esisterd (postulato XIII) un punto / giacente 
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su mb, e tale che m giaccia su cf. Dico che la retta ef é la retta 
cercata. 

Infatti, poiché e< ma, si ha piano (e ,a ,b) = piano(m,a,b). Ma fé 
un punto di mb; dunque / appartiene al piano (e,a,b). 

E poiché n é un punto di ed, ed f un punto di cn, sara f un 
punto del piano(c,e,d). 

Dunque il punto f giace nei due piani eab ed ecd, e la rettta ef 
giacerd pure nei medesimi. 

Se le rette ab e cd si incontrano effettivamente in un punto z, questo 
sari un punto della retta ef; e cosi si ritrova il teorema di Desargues 
sui triangoli omologici, che si pud enunciare: 

Se fra i dieci punti e, a, b,c, dj, h, m,n, x, di cui i primi 
quattro non sono complanari, passano nove fra le relazioni: 
head. hebc.ecam.need.nemh.femb.necf.acxb.cexd.e¢ af, 
passera pure la rimanente. 

Di questi dieci punti uno comparisce nelle dieci relazioni, tre volte 
come interno; due punti compaiono ciascuno due volte come interni, 
ed una come estremi del segmento; tre punti compaiono ciascuno una 
volta come interni, e due come estremi; quattro punti compaiono sempre 
come estremi. 

Dicesi che tre rette, non giacenti tutte in uno stesso piano, appar- 
gono ad una stessa stella, se a due a due sono complanari. Se due di esse 
si incontrano, allora anche la terza passa pel loro punto d’intersezione. 
La costruzione precedente permette di condurre la retta passante pel 
punto e, e appartenente alla stella determinata dalle due rette ab e cd. 

Si dimostra il teorema dei triangoli omologici anche per punti di 
un piano; la costruzione precedente risolve il problema di unire il 
punto e col punto inaccessibile d’incontro di due rette date, e la figura 
é tutta contenuta nel foglio del disegno, se questo é rettangolare o al- 
meno convesso. 

Il teorema dei triangoli omologici, nel piano, @ perd conseguenza 
del postulato XV, e quindi @ un teorema di Geometria solida. Che esso 
non sia conseguenza dei postutati precedenti, risulta da cid che se per 
p intendiamo i punti di una superficie, e con c: ab intendiamo di dire 
che il punto ¢ sta sull’arco di geodetica che wnisce i punti ae db, 
allora sono verificati tutti i postulati dall’I al XIV, e non sussiste sempre 
la proposizione sui triangoli omologici. Questa proposizione continua 
perd a valere per le superficie a curvatura costante. 

Arrivati al teorema di Desargues, si pud continuare senz’altro lo 
studio della Geometria di posizione, i cui principii sono cosi analizzati. 
Ora si possono introdurre, mediante definizioni, i punti improprii o 
ideali, eee. seguendo per es. il Pasch, nella sua opera citata. 





Si é dimostrato il teorema V, il quale afferma che i piani che con- 
giungono due rette giacenti in uno stesso piano con un punto fuori di 
questo piano, si incontrano secondo una retta. Per affermare che due 
piani qualunque, aventi un punto comune, hanno di comune una retta, 
occorre un nuovo postulato: 

Postulato XVI. « Dato un piano p, ed un punto a fuori di esso, e 
preso un punto 6 sul prolungamento d’uno dei segmenti che vanno da 
aa qualche punto di p, allora comunque si prenda il punto x dello 
spazio, 0 esso giace nel piano p, o il segmento ax incontra il piano 
p, 0 il segmento bx incontra il piano p>»: 

PEPs-4e p.d=cp.bea'p.cep.o.ve pv eo pr=A.v ban pe=A. 


Solo dopo questo postulato si pud parlare delle due bande del piano. 

La scrittura ap rappresenta il semispazio limitato del piano p, dalla 
parte opposta del punto a. 

E arrivati al semispazio, @ facile lo scorgere che cosa si intenda 
colla parola spazio. « Lo spazio @ il luogo dei punti, o l’insieme di 
tutti i punti, o la classe dei punti ». Questa frase si traduce in simboli 
con « spazio = punto », benché nella lingua nostra i due termini, spazio 
e punto, soddisfino a regole grammaticali distinte, come i termini « uomo 
e umanita » ,« soldato ed esercito » , ecc.; in questi esempi, ed in analoghi, 
c’é nella lingua nostra una doppia nomenclatura; un termine (punto, 
soldato, ecc.) é usato specialmente come attributo; ]’altro termine (spazio, 
esercito,...) come soggetto. 

In aleune ricerche successive occorre il postulato detto della con- 
tinuita della retta. Si pud enunciare sotto la forma: | 

Post. XVII. « Data una figura convessa h , un punto a appartenente 
ad essa, ed un punto 0 fuori di essa, si pud determinare un punto x 
interno al segmento ab, o coincidente con uno dei suoi estremi a, ), 
tale che il segmento ax appartenga alla figura h, e il segmento xb 
sia tutto fuori di h»: 

he Conv.a,be p.ach.becho:weaburartbaxoh.bueo-rh-=x A. 
Esso si pud pure enunciare sotto la forma 
a,bep.keKp.k-=a.koab.o.w.xeabtb. knab=aiye 
aL .0y konyb-=Ait-=A. 

« Dati due punti a e b, e una classe k di punti, classe effettiva- 
mente esistente, e contenuta nel segmento ab, allora si pud determinare 
un punto @ appartenente al segmento ab, o coincidente con /, tale 
che nessun punto della classe k appartenga al segmento ab, ma tale 
che comunque si prenda il punto y fra a ed 2, sempre esistono punti 
della classe k compresi fra y e b >. 
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Per ricavare la seconda forma dalla prima, basta porreh=akvta, 
ciot chiamisi A la figura che si ottiene proiettando da a i varii punti 
di k, cui si aggiunga il punto a. Sara h una figura convessa, conte- 
nente il punto a, e non contenente 6; quindi, applicando il postulato 
XVII, si deduce la prop. a dimostrarsi. 

E prima di abbandonare questo soggetto, sara ancora utile un’os- 
servazione sulla natura pratica, 0 sperimentale dei postulati. Certo é 
permesso a chiunque di premettere quelle ipotesi che vuole, e lo svi- 
luppare le conseguenze logiche contenute in quelle ipotesi. Ma affinché 
questo lavoro meriti il nome di Geometria, bisogna che quelle ipotesi 
o postulati esprimano il risultato delle osservazioni pitt semplici ed 
elementari delle figure fisiche. La Geometria di posizione, 0 proiettiva, 
poi, ¢ una parte della Geometria generale; quindi i suoi postulati si 
debbono trovare fra quelli assunti per la Geometria generale. 

In conseguenza, sotto il punto di vista pratico, non parmi lecito 
l’assumere ad es. come postulato su cui fondare la Geometria proiet- 
tiva il seguente: 

« Due rette giacenti in uno stesso piano hanno sempre un punto 
comune », poiché questa proposizione non si verifica coll’osservazione, 
ed é anzi in contraddizione coi teoremi di Euclide. 

La Geometria proiettiva parte dai postulati della Geometria ele- 
mentare, e, con opportune de/finizioni, introduce nuovi enti, detti punti 
ideali (sia nella Geometria Euclidea, che nella non Euclidea), e ne ri- 
sulta cosi che i nuovi enti ottenuti soddisfano alle proposizioni precedenti. 


Sulle figure congruenti. 


Analizzati cosi i principii di quella parte della geometria che é la 
Geometria di posizione, il nostra lavoro non sarebbe completo se non 
dicessimo qualche parola dei fondamenti della Geometria metrica, in 
cui comparisce il concetto di figure eguali, 0 sovrapponibili, 0, come 
diremo abitualmente, congruenti, e quindi il concetto della sovrappo- 
sizione, o trasporto, o moto d’una figura. 

Noi vediamo, nel mondo fisico, dei corpi rigidi a muoversi col va- 
riare del tempo. Possiamo studiare la successione delle infinite posizioni 
che assume il corpo; ovvero possiamo limitarci ad esaminare i rapporti 
fra due posizioni della figura, la prima e l’ultima, senza occuparci 
delle posizioni intermedie assunte dal corpo nel passare dall’una al- 
Yaltra. Questo solo studio particolare é fatto da Euclide, e si pud con- 
siderare come studio geometrico. Il primo studio, pitt generale e molto 
pi complicato, fa parte della Cinematica, e si pud escludere dalla 
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Geometria. Quindi mi pare conveniente di escludere da un libro di 
geometria elementare le seguenti proposizioni e simili: 

« Un punto movendosi descrive una linea >». 

« Un punto che percorra la retta, non pud passare dall’una banda 
all’opposta di un punto fisso m di questa retta senza coincidere una 
volta con esso >. 

Mettendoci adunque dal primo punto di vista, se m @ un mo?), ed 
a é@un punto dello spazio, risulta determinato un nuovo punto, che 
indicheremo con ma, e che si chiama « Ja nuova posizione che ha il 
punto a dopo il moto m ». Quindi il moto é una trasformazione di punti 
in punti; in simboli: motoopfp. 

Invece di parlare del moto, si pud parlare, come é chiaro, di figure 
eguali; il moto m @ allora la corrispondenza per cui, dato un punto a 
della prima figura, risulta determinato l’omologo ma della seconda. 

L’analisi del concetto di moto, e la determinazione dei postulati 
fondamentali, si pud fare seguendo la solita via. Si scrivano tutte le 
proprieta che risultano dall’osservazione del moto fisico. Si scindano 
queste proposizioni in tante affermazioni semplici; e poi si esamini 
quali di queste affermazioni sono gid implicitamente contenute nelle 
rimanenti. Procedendo avanti in qnesto esame, finché sara possibile, 
troveremo un gruppo di proposizioni esprimenti verita irreduttibili fra 
loro, e che costituiscono i postulati del moto. 

Il Pasch, a pag. 101 della sua neuwere Geometrie, pitt volte men- 
zionata, stabilisce dieci postulati sul moto. Indichiamo col segno la 
congruenza delle due figure fra cui sta quel segno; con (a,b), (a,b,c) 
ece. la figura composta dei punti ae b, a,bec, ... I postulati del 
Pasch sono: 


1, a,bep.o.(a,b) = (b, a) 


cioe un segmento ab si pud trasportare in modo che a coincida con /, 
e 6 con a. Questo postulato dice che ogni segmento si pud rovesciare. 


2. a,b,cep—Coll.o:b,¢Sr(a,b).(a,b,) A (a,c).-=s, A. 
Dati tre punti a, 6, c non collineari, si pud portare il raggio ac 
su ab; ed il punto c verra ad assumere una posizione b, su ab, tale 


che ab, sia congruente ad ac. 
\on e e 
3. a,b,¢,;0,,5,0,tp.(@,6, )Z2(a, ,d,,¢,).c8@.0.¢,¢4,),. 


Date due terne di puntia, b, c, e a,, b,, ¢,, se le figure (a,),¢) 
e (a,,5,,¢,) sono congruenti, e se c giace nel segmento fra ae), 
anche ¢, giace fra a, e b,. 


4. Se il punto c, giace fra a e b, e si prolunga il segmento ac, 
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del segmento ¢,c, congruente ad ac,, e questo d’un nuovo segmento 
c,c, eguale ai precedenti, e cosi via, si arrivera sempre ad un segmento 
¢, ¢,4, che conterra il punto b. 
5, Se nella figura abe isegmenti ac e be sono congruenti, anche 
le figure abe e bac sono congruenti: a,b,c ¢ p.ac2be.0.(a,b,c) 2 (b,a,c). 
In conseguenza l’angolo abc si pud rovesciare. 


6. Se due figure sono congruenti, anche le parti omologhe sono 
congruenti. 


7. Due figure congruenti ad una terza sono congruenti fra loro. 


8. Date due figure congruenti « e 6, e preso un punto z, si 
pud determinare un punto y in guisa che la figura che si ottiene unendo 
alla figura « il punto w sia congruente colla figura ottenuta aggiun- 
gendo alla @ il punto y. 


9. Dato un triangolo fgh, ed un segmento ab congruente ad /9 , 
ed un semipiano limitato dalla retta ab, si pud in questo semipiano 
determinare uno ed un sol punto c, tale che il triangolo abc sia con- 
gruente ad fgh. 


10. Se a, b, c, d sono punti non complanari, ed e é un punto 
diverso da d, le figure abcd ed abce non sono congruenti. — 
Accenneremo qui ad una nuova via per trattare del moto, conside- 
randolo come una speciale affinita. 


Affinita. 


Dicesi affinita (abbreviato in Aff), ogni corrispondenza m fra punto 
e punto dello spazio, tale che se il puntoc giace fra a e b, anche fra 
i loro corrispondenti mc, ma ed mb passi la stessa relazione. 


1. Aff =(pfp)ome[a,bep.ceab.0ane.mce (ma) (mb)). 


Ne risulta 

meAff.a,bep.a-=b.0.ma-=mb. 

« Se m & un’affinita, a due punti distinti a e b corrispondono due 
punti ma ed mb pure distinti ». Invero se ae b sono distinti, si potra 
determinare un punto c compreso fra essi (post. IV); quindi per def. 
dell’ Aff, anche mc sarad compreso fra ma ed mb, e quindi (post. IIT) 
ma ed mb sono distinti. 


3, me Aff.a,bep.ceab.o.mce (ma) (md). 
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« Se il punto c sta sul prolungamento di ab, anche me sta sul 
prolungamento di (ma) (mb) ». Questa proposizione si ottiene dalla de. 
finizione dell’affinitaé, secambiando 6 con c. 

A tre punti collineari corrisondono, nell’affinita, punti collinear; 
a punti complanari, punti complanari. 

4. me Aff.a,b,cepColl.o.ma,mb,mce Coll. 

5. >» .a,b,cep.deabe.o.mde(ma) (mb) (me). 

6. >» .a,b,cdep.ecabed.o.mee (ma) (mb) (me) (md). 
Ms m,neAff.o.mne Aff. 

Cioé se m, nm sono due affinita, anche il loro prodotto é un’affinita, 
vale a dire se di una figura si fa la figura affine coll’affinita » , ¢ di 
questa si fa la figura affine coll’affinita m, allora la terza figura é 
pure affine alla prima. 

Fra le corrispondenze @ pure a considerarsi l’édentita, per cui ad 
ogni ente si fa corrispondere sé stesso. Indichiamola con w, cioé po- 
niamo, qualunque sia a, 

WAa=a. 

Si avra che Videntit&’ @ pure un’affinita, ossia 

we Aff. 

Se m é un’affinita, ogni punto del segmento ab ha per corrispon- 
dente un punto del segmento (ma) (mb); ed inoltre (prop. 2), a punti 
distinti corrispondono punti distinti; quindi Ja figura corrispondente al 
segmento ab @ contenuta nel segmento (ma) (mb); possiamo noi affer- 
mare che essa sia il segmento (ma) (mb)? Ecco una questione di cui 
non conosco la soluzione. 


Postulati del moto. 


Seriveremo ». invece della parola moto; e porremo i postulati se- 
guenti: 

Post. 1. po Aff. 

« Ogni moto é un’affinita ». Cid equivale a dire che: 


(1) mepy.a,bep.ceab.o.mce (ma)(mb) , Esso é il post. 3 del Pasch. 
Quindi pel moto sussistono tutte le proprieta dell’affinita gia viste. 


Post. 2. wep. 
« L’identita @ un moto », cioé a dire ogni figura é congruente a 
sé stessa. E l’assioma (0 cognizione comune) VII di Euclide, libro I. 


Post. 3. mep..0.me ft 
« Se m & un moto, anche la trasformazione inversa, m, @ pure wl 
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moto », cioé se la figura A si pud portare a coincidere colla B, anche 
la B si pud portare a coincidere colla A; ossia se la figura A @ con- 
gruente colla B, anche la B é congruente colla A. 

Dalla propriet& (1) si deduce, esportando le due prime parti del- 
’ipotesi : 

mep..a,bep.o.m (ab) 9 (ma) (mb) (a) 

cioe il segmento ab, dopo il trasporto é contenuto nel segmento deter- 


minato dai punti ma ed mb. Se in questa, al posto di m leggo m , ea 
al posto di a e b leggo ma ed mb, si ha: 


mep.ma,mbep.o . m ((ma)(mb)) 9 (m ma) (m mb) 


ossia osservando che dall’ipotesi mep,.a,bep, si deduce mep..ma, 
mbzp,e che mma=a, mmb=b, si ha: 


mep..a,bep.o.(ma)(mb)om (ab). 
Dalle proposizioni « e £ si ricava: 
(2) mep.a,bep.o.m(ab)= (ma) (mb), 


cioe il segmento ab, dopo il trasporto, coincide col segmento limitato 
dalle nuove posizioni di a e di D. 

In conseguenza ogni figura ottenuta da pitt punti congiungendoli 
con segmenti, o prolungando questi segmenti, si trasforma, nel moto, 
nella figura analoga costituita colle nuove posizioni dei punti. Quindi, 
sem @ un moto, a,b,c,dep, si ha: 


m (a’b) = (ma)' mb 
m Sr (a , b) = Sr (ma, mb) 
m retta (a, b) = retta (ma, mb) 
m Co Sr (a , b) = Co m Sr (a , b) = Co Sr (ma , mb) 
m (abc) = (ma) (mb) (me) 
m (abed) = (ma) (mb) (mc) (md) 
m piano (a,b,c) = piano (ma, mb , mc) 
m Sp (ab ,c) = Sp (ma, mb, mc) 
m Co Sp (ab ,c) = Co m Sp (ab, c), 
ece, 


Post. IV. m,nep.o.mnep. 


. 


« Se m ed 2 sono moti, anche la loro successione é un moto », cioe 
se la figura A pud portarsi a coincidere colla B, e la B pud portarsi 
a coincidere colla C, anche la A pud portarsi a coincidere colla C; 
in altri termini due figure congruenti ad una terza sono congruenti 
fra loro. 
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Il postulato II @ conseguenza dei postulati III, IV e dell’esistenza 


d’un moto. Invero, se m é un moto, anche m é un moto, quindi anche 


mm—=w & un moto. 
Le proposizioni precedenti dicono che i moti costituiscono un gruppo 


delle trasformazioni dette affinita, gruppo che contiene |’identita, |’in- 
verso d’ogni moto, e il prodotto, o successione di due moti. 
Rimane a distinguere il gruppo dei moti delle altre affinita. 
Percid enuncieremo come postulati le seguenti cognizioni comuni. 
Post. V. Dati due punti a, a,, si pud portare a in a,: 
A, EP.O: MER. MA—A,.-—= pA. 
Post. VI. Dati tre punti a, b, 6, si pud, tenendo fisso il punto a, 
far coincidere il raggio ab col raggio ab, : 
a,b,b, ¢ p.a—-=b.a-=b,.0:m ¢ p.. ma=a.mSr(a,b)=Sr(a,b,).——=, a. 


Post. VII. Dati i due punti distinti a e b, e i punti ce c¢, fuori 
della retta ab, si pud, tenendo fisso il punto a e il raggio (a,b), far 
coincidere il semipiano (ab,c) con (ab, c,): 

a,bep.a-=b.c,c,ep-retta(a,b).o:mep.ma=a,. mSr(a,b) 
= Sr(a,b).mSp(ab,c) =Sp (ab ,c,)-=,A. 

I postulati V, VI e VII si possono riunire in questa sola proposizione: 

TEOREMA. Dati i punti a, b, ¢ non collineari, edi punti a,, ),, ¢ 
non collineari, si pud sempre determinare un moto, che trasformi « in 
a,, il raggio (a,b) in raggio (a,,b,), e il semipiano (ab,c) in semi- 
piano (a,b, , ¢,). 

a,b,cep-Coll.a, ,b, ,c,¢ p-Coll.o:mep.. ma=a, .m Sr (a,b) 
= Sr (a, ,b,). mSp (ab ,c) = Sp (a,b, ,¢,).- =A. 

Ora dovremo dire che questo moto é determinato: 

Post. VIII. a,b,cep-Coll.m,nep.ma=na. mSr (a,b) = ndr 
(a,b).mSp (ab,c) = nSp(ab,c).o.m=n. 


Indicheremo con Ce “d ate = i _ ’) quel moto che tra- 


sformaaina,, la Sr(a,b) in Sr (a, , b,), eil Sp (ab, c) in Sp (a,b, , ¢,) 


cioé porremo 


: a, Sr (a,,b,) Sp (a,b,,¢,) 
Der. a,b,cz p-Coll.a,,b,,¢,¢ p-Coll.o. & Sy a Sp (ab,c) ) 


= pome[ma=a,.mS8r (a , b)=Sr (a, , b,). m Sp (ab , c)=Sp (a,b, ,¢,)]+ 
I postulati V-VIII si possono condensare in questa unica proposizione: 
Sr(a,,b,) Sp(a,b,,¢, ye th, 


‘ 


a,b,ce p-Coll. a, ,b,,¢,¢ p-Coll.o. 6 Sr(ab) Sp(ab,c) 





Simmetria assiale. 


Siano a, b, ¢ tre punti non collineari. 
L’identita # sar& rappresentata da 


Ja Sr(a,b) Sp(ab,c) 
(1) — la Sr(a,b) Sp(ab,e))°* 


Noi considereremo tre moti assai importanti, che chiameremo a, 


Sr (a,b) CoSp(ab,c)\_ Co Sp (ab, c) 
Sr (a,b) Sp (ab, c) a a,Sr(4,), 85 (ab, c) ) 


CoSr(a,b) Sp(ab,ec)' _ CoSr(a,b) F 
Sr (a, b) Sp (ab, 0) ©) Sp (a,b) ? Sp (0? ,¢) 
CoSr(a,b) CoSp(ab,c)\_(,, CoSr(a,b) CoSp(ab,c) 
Sr(a,b)  Sp(ab,c) / \’Sr(a,b)  ? Sp(ab,c) , 

Gli ultimi membri di queste eguaglianze sono modi abbreviati per 

indicare un moto, quando alcuni elementi rimangono fissi. Si ha im- 

mediatamente 

(5) = sew. y=w. 
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(6) Bie. Yan a= fp. py = yB =a. 
cio? ciascuno dei moti «, 6, y ripetuto due volte, produce l’identita; 
e la suecessione di due di essi produce il terzo. 
Infatti si ha, per definizione di «, ca—a, onde #a=—aa=—a. 
Dalla definizione si ha pure «Sr(a,b)=Sr(a,6), onde «Sr (a,b) 
=Sr(a,b). 
Dalla definizione si ha « Sp (ab, c) = Co Sp (ab,c); onde a? Sp (ab,c) 
2 Co Sp (ab, c) = Co «Sp (ab, c) = Co Co Sp (ab , c) = Sp(ab,c). 
Pertanto il moto «* lascia inalterati a, Sr(a,6), Sp(ab,c), percid 
esso & Videntitd . 
Analoga:tente si provano le altre eguaglianze. 
Trorema. « Il moto & lascia fisso ogni punto b della retta ab ». 


(7) ab=b. 


Infatti, poicht be Sr(a,6), la quale semiretta non si altera col 
moto «, anche ab apparterra a Sr(a,b). Ora Sr(a,b) =abvtbvab, 
vale a dire il punto ab o giacera nel segmento ab, o coincide col suo 
estremo b, o giace nel suo prolungamento ab. 

Se ab giace nel segmento ab, a*b giacera nel segmento a (ab), e 
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quindi a maggior ragione (post. VIII della Geom.) giacera nel seg- 
mento ab; ma «*b coincide con 0; ed il punte 6 non appartiene al 
segmento ab; dunque é assurdo che «6 giaccia in ab. 

Scambiando in questo ragionamento 6 con «b, si prova che é as. 
surdo il dire che ab giaccia sul prolungamento di ab. 

Dunque 2b coincide con b. 

DeFINIZIONE. Dicesi che il raggio ab & perpendicolare al raggio ac, 
escriveremo Sr(a,6) | Sr(a,c), se tenendo fisso il punto a e il raggio 
ab, e scambiando il semipiano (ab ,c) nel suo complemento, il raggio 
(a,c) si trasforma nel suo complemento : 
CoSp(ab,c 
? Sp(ab,c) 


’) Sr(a,c)=CoSr aye), 


(8) Sr(a,b) | Sr(a,c).—=. (a , Sr(a,b) 
Ne risulta 
(9) Sr(a,b) | Sr(a,c).=.Sr(a,b) | CoSr(a,c).=.CoSr(a,b) | Sr(a,ec) 


cioe se il primo raggio é perpendicolare al secondo, il primo é pure 
perpendicolare al complemento del secondo; invero se la trasformazione 
considerata « trasforma il saggio ac nel suo complemento, poiché «=u, 
essa trasformera pure il complemento nel raggio stesso. E se il primo 
raggio é perpendicolare al secondo, anche il complemento del primo 
é perpendicolare al secondo, poiché la trasformazione « non si altera 
scambiando il raggio ab col suo complemento. 

In conseguenza, date due rette ab ed ac, diremo che la prima é 
perpendicolare alla seconda, se esse si incontrano in un punto a, e se 
prendendo sia sulla prima che sulia seconda retta uno dei raggi par- 
tenti da a, il raggio preso sulla prima é perpendicolare a quello preso 
sulla seconda; poiché questa propriet&d & indipendente dalla scelta dei 
raggi considerati. 

TrorEeMA. Essendo a, 6, ¢ punti non collineari, la retta ab é@ per- 
pendicolare alla retta che unisce il punto c col punto ec, essendo 
Co Sp (ab, ” : 


la trasformazione {a,Srab, q 
Sp (ab, c) 


(10) retta (a,b) | rettafe,ac). 


Infatti, poiché c appartiene a Sp(ab,c), il quale, pel moto «, si 
trasforma nel suo complemento, il punto «c¢ appartiene a CoSp(ah,c) ; 
quindi il segmento ec (« c) incontra la retta (a, 6) in un punto a, che ha 
per corrispondente sé stesso. Dunque «& Sr (#,c)= Sr (a , a c)=CoSriz,c) ; 
dunque il raggio (#,c) colla rotazione « si trasforma nel suo comple- 
mento, ossia la retta ab @ perpendicolare alla «xc, cioe alla c(«c 

Questa proposizione permette di risolvere il problema: « Data la 
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retta ab, ed il punto c fuori di essa, segnare sulla retta ab il punto 
z tale che ab | ae ». 

Si osservi che il segmento c(a#c) si pud rovesciare, poiché colla 
trasformazione a, c va in ac, ed ec inc. 

TrOREMA. Nel piano abe esiste un raggio ax che non si altera col 


moto £: 
(11) xeSp(ab,c).6Sr(a,x)=Sr(a,v).-=xa. 


Infatti prendasi nel semipiano (ab,c) un punto qualunque c. Siano 
be Zc i corrispondenti di 6 e di ¢ nella trasformazione 6. Poiché 
b sta su Sr(a,b), che nel moto £ si trasforma nel suo complemento, 
4b stara su CoSr (a,b); e poiché il semipiano (ab,c) si trasforma in 
& stesso, € c appartiene a questo semipiano, anche fc vi apparterra. 

Se Sc appartiene al raggio (a,c), il raggio (a,c) avra per corrispon- 
dente (a,c) ossia lo stesso raggio (a,c); dunque il raggio (a,c) 
non varia nel movimento £, e la proposizione é dimostrata. 

Se Se non appartiene al raggio (a,c), le rette (b, 8b) e (ce, 8c) non 
hanno aleun punto comune; poiché se x é un punto comune a queste 
rette, anche # # sard un punto comune alle due rette; e sara fa-—=a, 
poiché l’uno di questi punti sta su Sr(a, 6), e l’altro sul suo comple- 
mento; quindi le due rette distinte date avrebbero due punti comuni, 
il che @ assurdo. 

Pertanto, essendo b, 8b, c, Sc complanari, e le rette (b,6b) e 
(c,c) non incontrandosi, ne avviene che o il segmento b (fc) incontra 
¢(26), o il segmento bc incontra (66) (fc). Sia # il loro punto d’in- 
contro. Poiché colla trasformazione § il primo segmento si trasforma 
nel secondo, ed il secondo nel primo, ne risulta che il punto 7 non 
varia colla trasformazione £; e quindi il raggio az non si altera col 
moto £. 

Quindi il moto % si pud ridurre alla forma 


(a ,Sr(a,2), op hart ” 


\ 


oxsia ha la stessa forma del moto a, in cui al posto di be dic si 
legga web. 
La proposizione precedente permette di risolvere il problema: 
Data una retta ab, ed un piano abc, passante per essa, innalzare 
nel punto @ la retta ax, contenuta nel piano abc, e tale che aa | ab. 
Trorema. Il movimento y fa corrispondere ad ogni punto d del 
piano abe un punto del complemento del raggio ad: 


(12) dz piano (a,b,c).d-=a.0.ydeCoSr(a,d). 
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Infatti se d appartiene al Sp (ab,c), poiche + Sp(ab,c)=CoSp(ab,c), 
d apparterra a CoSp(ab,c); percid il segmento d (yd) che unisce 
due punti appartenenti a bande diverse della retta ab, incontra questa 
retta in un punto w, tale che w:d(yd) e xeretta(a,b). 

Il punto 2 della yeti ab, o coincide con a, o giace su Sr(a,b), 
o su CoSr(a,b). 

Se we Sr (a,b), e xed(yd),, operando colla ;, si ha: 


yxeCoSr(a,b)e yxe(yd)d, 


dunque il segmento d (yd), che incontra il raggio (a, b) in x , incontra 
pure il suo prolungs iin in yx, il che.é@ assurdo. 

-arimenti é assurdo che d (yd) incontri Co Sr (a,b); dunque d (;d 
incontra la retta (a,b) precisamente in a, ossia az d(yd), da cui 
ydeda, ce. v. d. 

A Sr (a,d) corrispondera percid 7 Sr (a,d)=Sr (a, + d)=Co Sr (a,d), 
TrorEMA. Se il raggio ac é ieapeebletiee al raggio ab, sara il 
raggio ab perpendicolare ad ac: 


(13) a,b,cep-Coll.Sr(a,c) | Sr(a,b).o0.Sr (a,b) | Sr(a,c). 


In altre parole, se facendo rotare ab attorno ad ac di 180°, il raggio 
ab si trasforma nel suo complemento, viceversa facendo rotare ac at- 
torno ad ab di 180°, il raggio ac si trasforma nel suo complemento. 
Infatti si tratta di dimostrare che «Sr (a,c) = CoSr (a,c). Ora il moto 
a equivale al moto + #3; quindi «Sr(a,c)=y;6Sr(a,c). Ma £ Sr(a,c) 
=Sr(a,c), poiché nella trasformazione f il raggio (a,c) non varia; 
dunque «Sr(a,c) = y7Sr(a,c). Ma 7Sr (a,c) = CoSr(a,c); dunque 
a Sr (a,c) Co Sr (a ; Cc). 

TeoreMA 14. Gli angoli piani, opposti al vertice, sono eguali. 

Infatti essendo a,b,c tre punti non collineari, l’angolo formato da 
Sr (a,b) e Sr(a,c) ove si applichi il movimento y, si trasforma nel- 
Vangolo formato da CoSr (a,b) e CoSr (a,c), che é l’opposto al vertice 
dell’angolo precedente. 

TEOREMA. Essendo a, 6, c, d quattro punti non complanari, se la 
retta ab & perpendicolare sia alla ac che alla ad, allora la retta ab 
é perpendicolare ad ogni retta ae contenuta nel piano acd. 


(15) a,b,c,dzp- ee Sr (a Ny | Sr (ajc). Sr (a,b) | Sr (ad). 
ee sh uno (a,c,d).e-=a.o.Sr(a,b) | Sr(a,e). 


Infatti, dalle ipotesi fatte, risulta che la trasformazione 


. , CoSp(a,b,c) 
re Sr i} . 5) ) 
x= (a,5 (a , b) ’ Sp (ab , ¢) ) 





a & 
é tale che « Sr (a,c) == CoSr (a,c), e «Sr (a,d) = CoSr(a,d); quindi 
aSp (ac, d) = CoSp(ac,d); quindi 


an =(q.CoSt (@,¢) CoSp (ac, d) 
~ \ *8r(a,c) *Sp(ac,d) , 


ossia la trasformazione « si ottiene dalla ;, ove alle lettere a, b, c 
si sostituiscano a,c, d. Percid essendo é un punto del piano acd diverso 
da a, sara «Sr (a,e) = CoSr (a,e) , ossia Sr (a,b) | Sr(a,e). 

La retta ab, perpendicolare a due rette ac e ad contenute in un 
piano, e quindi perpendicolare a tutte le rette ae contenute in esso, 
dicesi perpendicolare al piano. 

TEOREMA 16. Essendo a, b, c, d quattro punti non complanari, il 


moto # = (« , Sr (a, b) -_ Sp (ab, c) 


Sp (ab , c) ) trasforma il semipiano (ab , d) 


nel suo complemento. 
a Sp (ab ,d) = CoSp (ab, d). 


Infatti il piano perpendicolare ad ab in a incontri il semipiano 
(ab,d) secondo Sr(a,e). Si avra «Sr(a,e)—CoSr(a,e); quindi 
aSp (ab ,e) = CoSp (ab,e); ossia «Sp (ab, d) = CoSp(ab,d). 

In conseguenza il moto chiamato « non varia se al posto di a met- 
tiamo un punto qualunque della retta (a,4); e non varia se al posto 
di c mettiamo un punto qualunque dello spazio. Esso @ percid carat- 
terizzato dalla sola retta ab. Il moto « dicesi simmetria rispetto all’asse 
ab, o rotazione di 180° attorno ad ab. 

Se la retta ab si chiama 7, il moto « si chiamera S,. La simmetria 
assiale 6 un movimento assai importante poiché ogni moto é il prodotto 
di due simmetrie. Si ha 8,27 =w, e 8, =S,, cioe una simmetria ri- 
petuta due volte da lidentita, ed ogni simmetria é¢ l’inversa di sé stessa. 

Il moto £ si é visto che si ottiene dall’« con una permutazione di 
lettere ; quindi detta ac la retta | alla retta ab contenuta nel piano 
abe, sara 6 =S,,. Anche il moto ~ é una simmetria assiale. Infatti 
in a si conduca il piano perpendicolare alla ab, che incontri il piano 
abe secondo ac; in esso si innalzi la perpendicolare ad alla ac. Sara 
Sr(a,d) | Sr(a,c) per costruzione ; e Sr (ad) | Sr(a,b), poiché Sr(a,b) 
é perpendicolare ad ogni Sr (a,d) contenuta nel piano perpendicolare 
al primo. Ora + Sr(a,d)=a«fSr(a,d), poicht ya. Ma, essendo 
Sr(a,d) | Sr(a,c), sara BSr(a,d) = CoSr (a, d), ed essendo Sr(a,d) 
| Sr(a,b), sara «Sr (a,d) = Co Sr (a,d), quindi « CoSr(a,d)=Sr(a,d) ; 
onde y Sr (a, d) == Sr(a,d), ossia Sr(a,d) si riproduce inalterato col 
moto +. 

Adunque, dati tre assi a due a due perpendicolari, il prodotto della 





— 
simmetria rispetto al primo per la simmetria rispetto al secondo da la 
simmetria rispetto al terzo. 


Traslazione. 


Essendo a, }, c punti non collineari, pongasi 


b CoSr(b,a) Sp(ab,c) 
a Sr(a,b) Sp (ab, c) 


v 


Il moto + dicesi la traslazione lungo la retta ab, nel piano abe 
che trasporta a in b. 

TrorEMA 1. I punti a, ta, T’a,.. 7 *, tT? a,... stanno sulla retta 
ab, ed essendo m un intero positivo, 0 nullo, o negativo, il punto ta 
giace fra t”-‘a e ta. 

Infatti, per definizione, ta—=b; e poiché b sta su Sr(a,b), la 
quale ha per corrispondente CoSr (0, a) == ab, tb giacera su ab, cioe 
tbeab, ossia be a(tb), 0 ancora taea(t*a). 

Moltiplicando per 7”~* si avré t” ae (t”*a) (t"*4a), che é la propo- 
sizione a dimostrarsi. 

Si deduce che se p, g, 7 sono interi, n, e p<q<7, il punto 
“1a giace fra tTPae Tt’ a. 

TrorREMA 2. Essendo a, 6, c punti non collineari, e d un punto del 
prolungamento di ab, si pud determinare un numero intero positivo 
nm, in guisa che il punto d giaccia fra a e la posizione che assume a 


dopo » traslazioni + c Sp (ab ,e)) : 


a,b,cep-Coll.deab.o:neN.dea(t"a).-=,A. 


Infatti, poniamo per assurdo che qualunque sia il numero 7 , sempre 
d sia fuori del segmento compreso fra a e t’a. 

Allora consideriamo l’insieme dei punti ta, ta, ... cioe TYa; e 
diciamolo k, cioe poniamo k= 7a. 

La classe k @ una classe di punti compresi fra a e d, effettiva- 
mente esistente. Dunque, pel postulato della continuita, esister& un punto 
x appartenente al segmento ad, o coincidente con d, tale che fra # 
e d non giacciono punti della classe kK, ma tale che preso un punto 
qualunque y fra a ed «x, esistono punti della classe k compresi fra y 
ed x, 0 coincidenti con a. 

Poiché colla trasformazione 7 la retta ab non varia, e # appartiene 
a questa retta, anche t ‘x vi apparterra; percid t ‘x o coincide con 
w, 0 si trova sul raggio (x ,a), o sul suo complemento a. 

Ma se + ‘x coincide con a, ossia x = ta, la trasformazione 7 che 





ie BE mes 


lascia inalterato il punto a, il raggio (w,a), e il semipiano (xa, c), 
é Videntita, il che é assurdo perché la trasformazione + fa corrispon- 
dere al punto a il punto diverso 0b. 

Se tx appartiene al raggio (x,a), esisteré qualche punto della 
classe kK compreso fra t*x e 2, 0 coincidente con x; cioe esisterd un 
intero n tale che t”a< (tw) #3; eseguendo l’operazione tT, sara t”*’a 
ea(t a); ora # & compreso fra t*x e tx; 7x & compreso fra a ed 
x; dunque t# sara sul prolungamento ax; e t”*'a che & compreso 
fra ze TH, sara pure sul prolungamento aa, ossia sul segmento ad ; 
vale a dire esistono punti t”*‘a che stanno fra w e d, cosa assurda 
colla ipotesi fatta, che x sia tale che fra esso e d non giacciano punti 
della classe k= tNa. 

Se t ‘x appartiene al raggio ax , tx apparterra al suo complemento 
Sr(@,a); quindi fra +# ed x esisteranno punti della classe k. Sia ” 
un intero tale che t”a sia compreso fra tx ed x, cioe tT’ae (THX) 2X; 
sari t”’~*a compreso fra « e t ‘x, quindi t”~‘a appartiene al raggio 
ax, ossia esistono Runti della classe k compresi fra x e d, il che é 
in contraddizione coll’ipotesi fatta. 

Dunque il supporre che qualunque si sia il numero 7, il punto 
ta giaecia sempre fra a e d conduce sempre ad un assurdo; ossia 
esiste un numero 2 tale che d giaccia fra ae ta. 

Iva i valori di » che soddisfano a queste condizioni havvi il mi- 
nimo; dettolo nm, se d non @ un punto della serie t%a, esso punto 
giacera fra ~"“'a e ta. 

TEOREMA 3. Essendo d un punto del raggio ab, td appartiene al 
raggio ad. 

La cosa é chiara se il punto d appartiene alla serie ta. 

Se d non vi appartiene, si determini il numero » in guisa che d 
sia compreso fra t”a e t’ta: 


de (ta) (t”* 4a) . 
Sara 
Tae (<°**a) (7°**a) . 
Ora ~"+*a appartiene al raggio a’ (7t”*tta); dunque 
(v***a) (7 2a) ra) a’ (7” t4q) 7 
Il punto d sta fra a e t”t4a; dunque 


a’ (t"tHajoa'd. 


Dalle («) (£) (y) si deduce la proposizione a dimostrarsi. 

Ne risulta che se un moto di traslazione fa corrispondere al punto 
@ un punto 6, ad un punto d del raggio a’b non pud far corrispondere 
un punto interno al segmento ad. 
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TrorEMA 4. Essendo a, 0, ¢ tre punti non collineari, si dia a] 
segmento ab prima la traslazione + che porta a in b, poi lo si rovescj 
attorno alla perpendicolare by alla ab, contenuta nel piano abc. Al- 
lora il punto b verra a coincidere con a; ossia ogni segmento si pud 
rovesciare : 

So, tO=a. 


Infatti, dicasi ¢ il moto considerato 


sayz = (2 809 soca, 0) 


e sia d=cb. Si vuol dimostrare che d=a. 

Poiché } appartiene a Sr(a,b), alla quale corrisponde in 7 la Sr(d,a), 
il punto sb = d apparterra a Sr(b,a), vale a dire 0 giace sul segmento 
ba, 0 coincide con a, o giace sul pean di ba. 

Se deba, sara s?a=d; 2°Sr(a oSr(b,a) =Sr(cb,sa)= 
Sr(d,b); 38 S (ib, a) wali: (ab ,« ¢); oa. 


ep? —— 
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(4 8459) so(ar,0), 
ossia c? & una traslazione. Essendo dba, sari sde(zb) (za), cio 
cacdb. 

Noi abbiamo cosi una traslazione z* che al punto a fa corrispondere 
c?a=—d, che sta fra a e b, e al punto b fa corrispondere 7° b = 7d, 
che sta fra d e b, il che é assurdo. Dunque il punto d non puod gia- 
cere fraae b. 

Analogamente si prova che d non pud appartenere al prolungamento 
di ba. Dunque il punto d coincide con a. 

Se nell’espressione di >* si legge a al posto di d, si ha c® =w. 

Si pud scrivere 


a= (855 rh , Sp (abe )). 


TeoreMA 5. Il moto 7=S,,7 @ la simmetria attorno ad un certo 
asse #2 contenuto nel piano abe, e perpendicolare alla retta ab. 
Infatti si consideri il moto 


’ 
Sab 7 = a b 
’ ? 


: (’ , a@ , CoSp(ad, ae 


Sp (ab, c) 


Si ha (Sa, 7)? =w. Sia ¢ un punto qualunque del piano abc, e sia 
°F = Sap c)c 
Poichd a Sp (ab ,c) corrisponde il suo complemento, c, giacera ri- 
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spetto alla retta ab da banda opposta a quella in cui giace c; dunque 
il segmento cc, incontra la retta ab in un punto a. Il punto & non 
varia col moto Sg,73; invero questo moto conserva inalterata la retta 
ab; al segmento cc, fa corrispondere ¢,c , cioé il segmento stesso; quindi 
anche il loro punto d’incontro é fisso: 
Sucr=—a2. 
Moltiplico per Sys, ed osservo che (Sas)? =, e Sanx =a, poiché 
Sap lascia inalterati tutti i punti di ab; e trovo 
G2=—= 2. 
Dunque il moto ¢ lascia inalterato i] punto x, trasforma il raggio 
va nel suo complemento, e lascia fisso il Sp(#a,c), cioée 


ius (« Co Sr (a , a) Sp (aa, °)) 


Sr (x, a) 
percid ¢ @ la simmetria attorno all’asse wz perpendicolare alla retta 
ab nel punto 2, e contenuto nel piano abc: 
CoC = ice . 


TeoREMA 6. Ogni moto di traslazione t @ il prodotto di due sim- 
metrie assiali, i cui assi sono perpendicolari ad ab, e contenuti nel 
piano abe. , 

Invero, dall’ultima formula, sostituendo a z il suo valore, si ha: 


Soy T= Sxcz ; 
e moltiplicando avanti per So,, 
7 = Soy, Sas , 


che dimostra la proposizione enunciata. 


Rotazioni. 


Essendo a, b, ¢ punti non collineari, pongasi 


a * Sr(a,c) CoSp (ac, db) 
?Sr (a,b) , Sp (ab ,c) s 


Il moto = dicesi la rotazione attorno al punto a, nel piano abc, 
che trasporta il raggio (a,b) sul raggio (a,c). 

Dicesi angolo compreso fra i raggi ab e ac, essendo a, b, c¢ tre 
punti non complanari, la figura piana seguente: 


Ang(Sr(a,b),Sr(a,c))=Sp(ab,c) > Sp(ab,c)=abe . v bev a’be 
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Si dimostrano, in modo analogo a quanto si @ fatto per le trasla- 
zioni, le proposizioni seguenti: 

TroreMA 1. Se i raggi cSr(a,b), o® Sr(a,b), .. oSr(a,b) ap 
partengono tutti al semipiano (ab,c), allora ognuno di essi ¢ compreso 
nell’angolo formato dal raggio precedente col seguente. 

TrOREMA 2. Essendo d un punto del semipiano (ab ,c), allora o il 
raggio (a, d) & uno dei raggi o’ Sr (a,b) , ovvero é compreso nell’an- 
golo formato da due di questi raggi successivi. 

TrorEMA 3. Essendo d un punto del semipiano (ab, c), esterno al- 
l’angolo di ab con ac, cioe se de Ang (Sr (a,c) ,CoSr(a, b)) , il raggio 
2Sr(a,d) non appartiene all’angolo dei raggi (a,b) e (a,d). 

TroreMA 4. Se sulla figura (a,b,c) si fa prima la rotazione 7, 
poi la simmetria 8,,, il raggio ab verra in ac, e il raggio ac in ab, 
sicché l’angolo si pud rovesciare. 

TreoreMA 5. I] moto §,,.¢ ora considerato @ la simmetria attorno 
ad un certo asse ax (bisettrice dell’angolo bac) 


§ oc >= Siw 


ac 


TroreMA 6. Ogni rotazione ¢ é il prodotto di due simmetrie assiali 
o= Sia an . 


Si vede facilmente che con nuove combinazioni di questi moti si 
possono ottenere nuove proprieta; si ha cosi un vasto campo di studii 
e ricerche. Esaminando quanto precede dal solo punto didattico, dob- 
biamo confessare che questa trattazione non ha ancora assunto quella 
semplicita che é necessaria per essere introdotta negli elementi. Studi 
ulteriori possono semplificare le singole parti, con pil opportune com- 
binazioni di postulati. 

Pur tuttavia nutro fiducia che alcune delle osservazioni fatte possano 
essere utili per la pubblicazione di trattati elementari; e sard lieto del 
mio lavoro se esso contribuiré a rendere pit esatte le definizioni e di- 
mostrazioni di Geometria elementare, e ad analizzare meglio i concetti 
su cui basa questa scienza. 
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Giuseppe Battaglini 


Cenno necrologico di ERNESTO PASCAL 


Io non voglio qui scrivere una biografia completa di Giuseppe 
Battaglini, e nemmeno fare un’analisi dei suoi lavori di matematica (*). 
Io, che gli fui per tanti anni scolaro ed amico devoto ed affezionato, 
voglio solo qui sciogliere un debito del cuore, e dire quelle cose che 
mi si affollano alla mente, ancora tutta piena dei carissimi ricordi 
di Jui. 

Di Giuseppe Battaglini, a chi per poco lo conoscesse da vicino, 
appariva subito la nota pit alta e pitt spiccata del carattere; amare 
la scienza e la scuola sopra ogni altra cosa. 

Per la scuola non c’era sacrificio cui egli non si sottomettesse con 
wi vigore che perfino negli ultimi anni non lo abbandond mai e po- 
teva dirsi giovanile. 

Ed invero, pensando di lui non si pud non pensare per prima cosa 
a lui come maestro. 

Si sarebbe detto che egli non viveva che per la sua scuola e pei 
suoi giovani, e gli sarebbe parsa vana l’opera sua di scienziato se 
non fosse stata accompagnata dall’opera sua di maestro. La quale 
opera sua di maestro era tanto efficace che quell’amore e quell’entu- 
siasmo per la scienza da cui egli era animato e che formava |’occupa- 
zione unica della sua mente, egli finiva col trasfonderlo nei giovani suoi. 

Una grandissima parte dei giovani matematici che occupano ora 
dei posti distinti nell’insegnamento sono stati scolari suoi, e hanno da 
lui ricevuto le prime ispirazioni, i primi incoraggiamenti e i primi 
aiuti; quegli aiuti e quegli incoraggiamenti ai quali lo si trovava sempre 
disposto. 


(*) Una bella neerologia con molti dati biografici é comparsa da pochi 
glorni nei Rendiconti di Palermo per cura del Prof. TORELLI. 
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Egli amava circondarsi di una schiera di giovani e intrattenersi 
con loro di soggetti matematici; faceva loro conoscere nuovi lavori; 
li metteva al corrente delle quistioni pitt vitali della scienza, faceva 
loro in poche parole il quadro di una teoria; prendeva occasione da 
questa per proporre loro qualche problema e per incitarli ad occupar- 
sene; faceva insomma tutto quello che si pud fare per invogliare alle 
ricerche originali, e non dimenticando neanche di essere poi benigna- 
mente indulgente coi principianti, di cui mai sprezzava i primi passi. 

Le quistioni di cui s’intratteneva egli coi giovani non erano mai 
quistioni elementari, ma riguardavano sempre i maggiori problemi della 
geometria e dell’analisi, che anzi egli sdegnava di occuparsi di cosucce 
che avessero l’aria di esercizi di scuola, e tutto cid che avesse aspetto 
di grande e di nuovo lo attraeva irresistibilmente. 

L’entusiasmo per gli studi in lui fu sempre giovanile, e non trascuré 
mai fatica per intraprendere qualunque nuovo studio e per imparare 
qualunque ramo delle matematiche che gli sembrasse utile. Ed in 
questo fu mirabilmente aiutato da una grande elasticiti d’ingegno 
per modo che potette applicarsi perfino ad insegnare le discipline pit 
disparate; egli insegnd calcolo e geometria superiore, insegnd analisi 
Superiore e meccanica razionale, geometria analitica e teoria delle 
macchine, insomma egli insegnd quasi tutte le parti delle matematiche 
pure e anche qualcuna delle applicate. 

Egli che aveva tutto imparato da sé senza l’aiuto di aleun maestro, 
aveva quella dote cosi caratteristica degli uomini che si formano 
da sé, il non schivare nessun lavoro per quanto fosse pesante, ed io 
mi ricordo che perfino negli ultimi anni egli conservod l’abitudine di 
trascrivere tutta intera su di un foglio di carta la lezione che veniva 
a recitare nella scuola, e dettava lezioni tutti i giorni, e spesso anche 
pitt volte in un giorno. 

Era laborioso al massimo grado e diligente, e avrebbe voluto che 
tutti, e massime i giovani, fossero stati come lui; ma questo non 
sempre gli accadeva di trovare, ed egli se ne rattristava amaramente, 
e non trascurava occasione per lamentarsene. 

Kgli diceva spesso di invidiare i giovani di adesso che possono 
aver tanti mezzi e tanti aiuti per studiare cose nuove, mentre a’ suoi 
tempi egli non aveva potuto avere nessun aiuto e avea dovuto da 
sé procacciarsi faticosamente la sua carriera. Egli apparteneva ancora 
a quegli uomini che non si adattano per nessuna ragione al mondo, 
alle cireostanze ed ai tempi, e tutto quello scetticismo invadente ora 
Y’animo dei giovani, quello stato sempre pii decadente delle nostre 
Universita, coi loro frequenti tumulti, colla crescente indisciplinatezza, 
tutto questo assieme di cose lo esasperava al massimo grado, e chi 
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gli era intimo vedeva che non si trattava di una esasperazione pas- 
seggera, ma che egli ne soffriva davvero internamente; e le sue inter- 
minabili lamentazioni se erano qualche volta eccessive, rivelavano 
perd sempre un’anima candida, che vuole il bene e il meglio ad ogni 
costo, € non sa adattarsi a vedere il mondo qual’é. 

Il nostro povero Battaglini fu laborioso ed ebbe fama di esserlo; 
fece parte di innumerevoli Commissioni ed i lavori pit faticosi erano 
sempre affidati a lui. Ed egli tutto disimpegnava con zelo, con mode- 
stia, e sopratutto con un’onesta senza pari. 

Ho detto con modestia; ed é difficile infatti trovare chi pit di lui 
schivd gli onori, cercd sempre di porsi da parte, non si pose mai in 
prima linea, e mai cered di profittare per sé della sua condizione e 
dei vantaggi personali che questa gli avrebbe potuto arrecare; la sua 
vita fu spesa tutta per gli altri ed egli si privd per sé perfino delle 
pi innocenti soddisfazioni. 

Mi ricordo di una lettera che egli mi scrisse una volta quando io 
stavo a Gottingen. 

Egli mi diceva modestamente di invidiare la mia fortuna nell’aver 
potuto andare cosi lontano a studiare cose nuove, e che si sarebbe 
egli, veechio com’era, reputato moito felice se avesse potuto in un 
momento liberarsi di tutti i suoi impegni e di tutte le sue infermita, 
e venire anche lui ad inscriversi umilmente fra gli scolari di Géttin- 
gen; @ difficile trovare una maggior modestia in un vecchio a ses- 
santaquattro anni come lui, e che aveva percorsa gid tutta una luminosa 
carriera scientifica. 

Gli piacque piuttosto vivere lontano dai rumori del mondo e chiuso 
nelle sue geniali meditazioni e nei suoi studii, dei quali mai si mostrd 
sfiduciato 0 stanco, anche negli ultimi anni quando la mente non pit 
gli rendeva quello stesso aiuto di una volta. 

E degli uomini che vivono separati, lontani dalle brighe e dagli 
affari, egli aveva la nota sopra tutte caratteristica; egli, bisogna notar 
ancor questo per formarsi intero il concetto di tutti i lati della mente 
sua, in qualche cosa mostrava una grande sempliciti; si figurava osti- 
natamente un mondo tutto diverso dal reale; un mondo nel quale tutti 
non fossero preoccupati che delle idee di giustizia e di onesta, un mondo 
senza inciampi per chi volesse percorrere la via del bene. Una volta 
egli, preoccupato delle sorti dell’insegnamento, e credendo di potervi 
porre riparo in qualche maniera, s’impegnd di formulare un progetto 
nel quale si modificava dalle fondamenta tutto l’ordinamento degli 
studi matematici nelle Universita; lo presentd alla Facolt’ di Napoli 
é volle che Ja Facolta lo presentasse al ministro, ed era fermamente 
convinto che quel problema intorno cui da tanti anni si affaticavano 





on 


6 si affaticano inutilmente ministri e Parlamenti, egli lo potesse risol- 
vere con una deliberazione della Facolt&. Quel progetto fu respinto 
senza neanche prenderlo in esame, ed a lui parve cosa strana e non 
se ne sapeva spiegare il perché; ad un’altro sarebbe parsa cosa natu- 
ralissima. 

Un altro lato rimarchevole della sua mente fu la sua avversione a 
certi nuovi concetti di geometria a cui egli ne’ suoi studii giovanili 
non si era abituato, p. es., l’introduzione dei concetti di spazii a pit 
dimensioni; ed é rimarchevole questo lato, perché, come ho gia detto, 
il suo spirito conservd sino a tardi una freschezza e una vigoria gio- 
vanile, ed era anzi per natura aperto a tutto cid che avesse aspetto 
di novita. Egli accettd tutte le idee nuove, se le appropri, vi collabord 
con ardore; una sola fu l’idea nuova cui non si volle mai adattare: e 
fu la convenienza dell’introduzione di spazii a pit dimensioni. Ma la 
predilezione per una parte piuttosto che per un’altra delle matematiche 
non lo accecd mai perd al punto da farlo diventare passionato, e da 
renderlo parziale nei frequenti giudizii che dovette pronunziare sul 
valore dei giovani matematici. 

Egli aveva provato per tempo, e a sue spese, come pesava |’ingiu- 
stizia, e aveva imparato a tenersene lontano e a non farsi fuorviare 
da personali simpatie o da estranei interessi. 

Aveva cominciato la sua carriera, circa quarant’anni fa, a Napoli, 
presentandosi ad un concorso pubblico per la cattedra di Geometria 
analitica all’Universita, e si era visto, in questo concorso, posposto a 
chi valeva meno di lui. Quest’atto d’ingiustizia, che non sara cosi 
facilmente dimenticato, gli rimase per tutta la vita cosi fortemente 
impresso nella mente, che ogni volta che si trovd poi a dover giu- 
dicare gli altri, gli parve sempre non leggero cdmpito il suo, e ci si 
impegnd con l’animo pitt scrupoloso; e se qualcuno potette essere da 
lui qualche volta discorde nel giudizio, tutti perd dovettero sempre 
ammirare in lui una lealt’ a tutta prova, un amore disinteressato, 
fermo, sincero per la giustizia, indipendente da ogni pregiudizio di 
scuole e da ogni idea di regionalismo, da qualsiasi interesse insomma 
che non fosse un elevato interesse di studii e di scienza. 

Nel movimento matematico italiano degli ultimi trent’anni, Giu- 
seppe Battaglini rappresenta una parte senza dubbio assai importante, 
e la rappresenta sia come maestro e ispiratore di una schiera nume- 
rosissima di giovani matematici, sia come scienziato, indagatore paziente 
e ricercatore laborioso e geniale. 

Sono quasi un centinaio le pubblicazioni accademiche che portano 
il suo nome, e sono sparse massimamente nei Rendiconti dell’ Acca- 
demia di Napoli, dell’Accademia dei Lincei e nei volumi del Giornale 
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di Matematiche di Napoli, di cui fu uno dei fondatori, e dopo pochi 
anni ne divenne poi il direttore. 

Le sue prime memorie sono del 1851, e sono stampate negli Annali 
di Tortolini; riguardano i problemi sui poligoni iscritti ad una conica; 
il maggior numero delle sue pubblicazioni é fra gli anni dal 1862 al 
1876, che furono gli anni pitt fecondi della sua carriera scientifica. 
Quando egli si poneva a studiare un argomento, non lo abbandonava 
finché non lo avesse considerato da tutti i lati, ed @ percid che le sue 
Memorie sono in gran parte legate fra loro, e molte di esse congiunte 
insieme formano un tutto organico, sviluppano ampiamente tutta una 
teoria. 

Vi sono una quindicina di Memorie dal 1864 sino al 1868, che si 
seguono l’una all’altra senza interruzione e che trattano della teoria 
delle forme algebriche e della interpretazione geometrica di tutte le 
forme invariantive di queste; si comincia colle forme binarie di 1° e 
2° grado e si giunge sino alle forme ternarie di grado qualunque. 

Degli stessi anni sono le sue Memorie sui sistemi di rette. In una 
di queste egli inizid lo studio di quello speciale complesso di 2° grado 
che poi ha preso nome da lui, e la cui equazione si esprime mediante 
la somma dei quadrati delle coordinate. Egli aveva creduto, mediante 
un computo di costanti, che a tal forma potesse ridursi un qualunque 
complesso quadratico, ma il Klein poi in una Memoria celebre stam- 
pata nel 2° volume dei Mathematische Annalen mostro la erroneita di 
questa opinione. Su questo complesso il Battaglini tornd poi molti anni 
dopo in una nota stampata nei Lincei (1878). Posteriori a queste e tutte 
del medesimo anno 1869 sono otto Memorie di Meccanica razionale, in 
cui si propose di ricostruire, dal punto di vista della nuova geometria 
Pliickeriana, di cui egli fu uno dei pit appassionati cultori, tutte le 
formole di statica, cinematica e dinamica. 

In tre Memorie di Geometria Proiettiva (dal 1873 al 1875) egli si 
propose di ricavare le proprietd proiettive delle figure servendosi del 
concetto delle reti geometriche di Mébius; e cosi sarebbe poi lunga, 
ed io non mi son qui proposto di farla, l’analisi di tutti gli altri nu- 
merosi suoi lavori che trattano della partizione dei numeri, dei deter- 
minanti, di propriet’ di curve e superficie speciali, di geometria im- 
maginaria, della dipendenza conica fra due figure, delle forme Dili- 
neari, dei connessi, dell’equazione differenziale ellittica, ecc., ecc. 

Negli ultimi anni si pose a studiare la teoria dei reciprocanti di 
Sylvester, e pubblicd all’Acecademia dei Lincei una Nota in cui si 
proponeva di applicare quella teoria alla ricerca dei cosidetti punti 
sestutici di una curva, ricerca gia fatta per altra via dal Cayley. 

Si era poi anche impegnato a scrivere un trattato di geometria ana- 





litica e lo aveva ideato su di un piano nuovo, con indirizzo diverso 
dal comune; ci si era appassionato e ne parlava molto sp 2s9, e aveva 
gia cominciato a scriverne parecchi fogli. Ma le forze gia v i venivan 


meno, ed egli, vista l’impossibilita di continuare tutto il si 
decise alla fine di pubblicare nel suo giornale quel poco eva 


gia scritto. 

Con lui l’Universit’ di Napoli ha perduto una delle sue gforie mag- 
giori; egli era stato in quell’Université il vero novatore della mate- 
matica, portando nella scuola un alito fecondo di vita nuova, portando 
in mezzo ai giovani quell’entusiasmo per la matematica nuova, quel- 
l’amore e quella sete di novit’ da cui egli era cosi fortemente domi- 
nato, quell’interessamento vivo per tutti i pit alti e pit. vita’ probicmi 
della geometria e dell’analisi moderna, . 

Ed io fo voti che non tardi a sorgere in quella Université un qua- 
lunque monumento che ricordi ai posteri 


la cara e buona immagine prterna 


. 


di Giuseppe Battaglini, perché @ giusto che nella scuola restino peren- 
nemente scolpite nel marmo le care sembianze di chi per la scuola 
spese efficacemente tutta la vita sua. 


Pavia, maggio 1894, 
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Sugli insiemi continui e sugli insiemi connessi. 


Nota di Eugenio MAaccarerri a Bologna. 


~1.,Ricorderemo anzitutto che secondo la terminologia stabilita 

dal CaAN1 . un insieme (finito) y, ad un numero qualunque di dimen- 
sioni, si dice continuo se esso é 

1°) perfetto, cioé identico al suo derivato ;', e 

2°) ben concatenato, cioe siffatto che preso un numero positivo 
¢ piccolo a piacere, per due punti A, A’ di y esiste un numero (finito) 
v di punti A, , A,,... Ay diy tali che le distanze (*) AA,, A,A,,... Ay A’ 
risultino tutte <« (**). 

Alla condizione che l’insieme y sia perfetto si pud sostituire quella 
che sia chiwso, cioe che contenga ogni suo punto limite, giacché ma- 
nifestamente un insieme chiuso e ben concatenato @ anche perfetto. 

Per gli insiemi ad una dimensione rappresentati dai punti di una 
retta (énstemi lineari) & chiaro che l’insieme formato da tutti i punti 
di un intervallo o segmento di retta, estremi compresi, 6 un insieme 
lineare continuo. — Inversamente, é@ facile vedere che ogni insieme 
lineare continuo y+ @ formato da tutti i punti di un intervallo o segmento 
di retta, estremi compresi. Infatti, tale insieme y~ ammettera per limiti 
inferiore e superiore.due punti A e B che appartengono a ¥’ e quindi 
ay; di pit ogni altro punto C compreso tra A e B apparterra pure a *, 
‘'giacché in caso contrario non apparterrebbe neppure a 7’, epperd esi- 
sterebbe un intervallo di lunghezza finita 4 racchiudente C e che non 





(*) E noto che in wno spazio ad  dimensioni (&,, Way 0. Wn) la di- 
stanza di due punti A(a,, a, ... Aan), B(0,, b,, ... bn) @ definita dal 
valore positivo di Y(a,—6,)?-+(a,—0,)*+-...+(an—bn)?. A questa espressione 
il Jonpan (Cours d’Analyse, t. I, 2° éd.) sostituisce l’altra | a,— 6, | + 
|a,—6,|+...+]an—bn]| che 6 infinitesima dello stesso ordine della 
precedente quando B tende ad A, e la chiama écart. 

(“) G. Cantor, Fondements d’une théorie générale des ensembles, Acta 
mathem., vol. 2°, pag. 406. 
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conterrebbe alcun punto di y, cid che é escluso per essere _ ben con- 
catenato (*). 


2. Dimostro ora che 
«Se si hanno n[n > 2] funzioni (reali e ad un valore) continue 


XL, = WX, (t), Py = Wy (t), o. Ly = Ly (E) 


«di un parametro (reale) ¢ che varia tra due valori assegnati t, e T 
«[t, 2t2Z TI], escluso il caso che esse siano tutte per ]’intero inter- 
« vallo ¢, T delle costanti, — nello spazio ad m dimensioni (x, , %, ,... #,) 
«linsieme dei punti (a, (t), x, (t),... x, (#)) &@ un insieme continuo, 
«secondo la definizione del Cantor (**). > 

Suppongo per semplicita = 2, ma il procedimento che seguo vale 
per n qualunque. 

Essendo adunque «, y le coordinate cartesiane ortogonali dei punti 
di un piano, si consideri ]’insieme + dei punti rappresentati dalle due 
funzioni continue «—«a(t), y= y(t), ove ¢ é un parametro che varia 
tra due valori assegnati t, e T. 

L’insieme y @ chiuso. Invero, sia P un punto limite dell’insieme y. 
Preso un numero positivo arbitrario p, considero la successione infinita 
di cerchi concentrici, di centro P e di raggi 


= 
2 


? 


Tali cerchi contengono tutti dei punti di y: come limiti superiori dei 
parametri ¢ dei punti di + interni a tali cerchi avremo una succes- 
sione infinita di valori 


- al - 
Sg 9 Qo yee bq goer 


decrescenti, o almeno non crescenti. Sia + il limite della successione 
(z,,): per la continuité delle funzioni « (¢), y(¢) il punto a(t), y(t) 
di ; non pud essere che il punto P. 

L’insieme y é ben concatenato. Invero, per la continuité uniforme 
delle x(t), y(t) nell’intervallo (reale) ¢,T, preso un « piccolo a piacere, 


(*) JorDAN, loc. cit., pag. 27. 

(**) L’insieme Y dei punti (a, (0), @,(t),...2n(t)}, definito sopra, si dice 
che costituisce una linea continua nello spazio ad n dimensioni (a, %3,...n), 
sicché il teorema si pud enunciare brevemente dicendo che «in uno spazio 
ad m dimensioni una linea continua costituisce un insieme continuo ». 
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potremo dividere tale intervallo in un numero finito d’intervalli ¢,¢,, 
t,t... tyT in ognuno dei quali (estremi compresi) sia 


|a(t)—a(t)|<e, ly—y() | <e; 


sicché se si consideranoi punti A,, A,, A,,... Ay, A’ di y che cor- 
rispondono ai valori ¢,, ¢,, t,,.. ty, T di ¢, avremo che le distanze 
' oN — 
A)A,, A,A,,.. AyA’ sono tutte <eJ/2, onde l’insieme @ ben con- 
catenato. 
Segue che l’insieme y @ continuo come volevo dimostrare (*). 


3. Pongo la seguente definizione: 
«Si dira che un insieme (finito) ; ad » dimensioni (7, , 7, ,... &,) 
«& connesso, se essendo A(a,, a,,.. 4,), B(b,, b,,... 6,) due punti 


«qualunque di y, si possono formare n funzioni (reali e ad un valore) 
« continue 


“= >, (2), Ly = Vy (t) yore Ly, = Ly (t), 


«tali che mentre ¢ (reale) varia da t, a T [t, —t <T], il punto 
«M(a, (t), x, (t) ,... x, (t)) vari da Aa B appartenendo sempre a y (**). » 

Osserviamo che senza fare alcuna restrizione alla definizione posta, 
possiamo supporre che le funzioni («) siano tali che il punto A non 
corrisponda che al solo valore iniziale t, di ¢, e parimenti il punto B 
non corrisponda che al solo valore finale T di ¢ (***). 

Supponiamo infatti che i punti A(a,(t,), 2 (tH), ... @,()), 
B(x, (T) , 2, (T) ,... 2, (T)) corrispondano a pitt valori di ¢: é chiaro che 
ivalori di ¢ che danno il punto A e quelli che danno il punto B costi- 
tuiscono (per la continuita delle («)) due insiemi chiusi, e quindi potremo 
considerare il massimo ¢', del primo insieme e il minimo T’ del secondo 
insieme. E manifestamente le » funzioni continue date («) per ¢ va- 
riabile da ¢', a T’([t, &t = T'’] sono tali che per ogni valore di ¢ si 


(*) Quando gia il presente articolo era in bozze mi sono accorto che il 
teorema di questo § 2 6 compreso nel teorema che si trova nel JoRDAN, 
loc. cit., a pag. 51. A sua volta il teorema del Joxpan corrisponde nella 
sua prima parte al teor. III, pag. 66, vol. 2° delle Lezioné di analisi infi- 
nitesimale (1893) del prof. G. PEANo. 

("*) Cioé, quando n> 2, se si pud condurre tra A e B una linea continua 
icui punti appartengano tutti a y. 

("*) Cioé, quando n2, possiamo supporre che la linea continua clie 


unisce A @ B non abbia per punti multipli i due punti A e B. 





ee 
ha un punto dell’insieme ; e che i punti A e B corrispondono ai sol{ 
valori t', e T’ (*). 


4. E manifesto che un insieme connesso, secondo la definizione 
data, é sempre ben concatenato, ma non si pud asserire che, viceversa, 
ogni insieme ben concatenato sia connesso. 

Ora é interessante vedere se esiste 0 no una relazione tra il concetto 
di insieme continuo secondo il Cantor e quello di insieme connesso 
definito a § 3. 

In primo luogo il concetto di connesso non contiene quello di continuo, 
giacché l’insieme dei punti di un segmento esclusi i punti estremi, |’in- 
sieme dei punti di un’area esclusi i punti del contorno, ece... sono manife- 
stamente insieme connessi, ma non sono continui. Tuttavia si pud asserire 
che « un insieme connesso e chiuso é sempre un insieme continuo », 

Un insieme lineare continuo essendo formato da tutti i punti di 
un segmento di retta (§ 1) 6 manifestamente un insieme connesso, — 
avendosi in tal caso per le funzioni («) di § 3 la 2, = ¢. Ma in generale 
per gli insiemi a pitt dimensioni il concetto di continuo non contiene 
quello di connesso, come l’intuizione potrebbe far credere, cid che é 
mostrato dal seguente esempio di un insieme continuo che non é con- 
nesso, secondo la definizione data a § 3. 


Si considerino due rette parallele qualsivoglia e sia MM’ un segmento 
perpendicolare ad entrambe e che le incontri nei suoi due estremi M, M’. 


M, M, 











M, 


(*) Essendo data una linea continua A tra due punti A e B avente un 
numero finito di punti multipli, é chiaro che, procedendo in modo analogo 
a quello sopra, si pud sempre formare con punti della A una nuova linea 
continua tra A e B non avente alcun punto multiplo. Sarebbe interessante 
vedere se, essendo data una qualsivoglia linea continua tra A e B avente 
infinitt punti multipli, 6 possibile o no in qualche modo formare con punti 
di essa una linea continua tra A e B priva di punti multipli. Non credo che 
la questione sia stata risoluta, né sia facile risolversi. 
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Su le due parallele prendiamo a partire da M, M’ due successioni di 
segmenti 
MM,, MM,,- MM,,.. MM,,_,,... 
M,, MM,, MM,,.. Wii,,, ,. 


misurati rispettivamente dalle due successioni di numeri 


= 
E consideriamo nel piano |’insieme y di punti formato dal segmento 
MM’ e dalla successione di segmenti 


Be, MM; BM, Maas» 


Manifestamente tale insieme é chiuso e ben concatenato, cioé é con- 
tinuo. Dico che esso non é connesso, secondo la definizione di § 3. 

Infatti si prenda un punto arbitrario N sul segmento MM’. Se l’in- 
sieme + & connesso, come supponiamo per un momento, esisteranno 
due funzioni (reali e ad un valore) continue «=~ (t), y=y/(t) pert 
variabile in un intervallo ¢, T (estremi compresi), siffatte che mentre ¢ 
varia da t, a T [t, =t TI], il punto P(w#(t), y(é)) appartenendo 
sempre a y varia da M,(x(t,), y(t,)) ad N (w(T), y(T)). Di pit si 
pud supporre, per cid che abbiamo detto al § precedente, che i punti M, 
ed N corrispondano ai soli valori ¢, e T di ¢. 

Supponiamo dunque che esistano tali funzioni «= x(t), y= vy (t). 
Liinsieme g rappresentato da esse dovendo essere un insieme con- 
tinuo (§ 2) sara formato: 1°) da tutti isegmenti M, M,., (v= 1, 2, 3,...), 
giacché se non contenesse tutti i punti di uno di questi segmenti, 
Yinsieme g 0 non sarebbe chiuso o non sarebbe ben concatenato; e 
2°) dal segmento MM’ i cui punti sono punti limiti dei punti dei 
segmenti My M,,,(v—1, 2, 3,...). Dunque se esistono le funzioni 
x=a(t), y=y(t), l’insieme g rappresentato da esse coincide col- 
linsieme dato y. 

Ora nella spezzata indefinita M,M,M,... M,M,.,... se si considera 
il senso M,M,M, si ha che di due punti H, K di essa uno precede 
Yaltro. Sia K il punto che viene dopo. Sia t” wno dei parametri di K; 
dico che H avra certamente un parametro t' < t’. Invero se si considera 
Vinsieme g rappresentato dalle « = a (t), y = y (t) per ¢ compreso tra ¢, 
et'[t, <t Zt"), questo insieme essendo continuo (§ 2) dovra com- 
prendere tutta la porzione di spezzata compresa tra il punto M, e il 
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punto K, e percid dovra contenere anche il punto H, il quale corri- 
spondera quindi necessariamente ad un parametro t’< t". 

Cid posto si consideri un punto L del segmento MM’ diverso da N; 
sia ¢ il suo parametro massimo; avremo ¢ <T, l’eguaglianza esclusa 
giacché le «=a (t), y=y(t) sono ad un valore. Se si dimostra che 
cid é assurdo, se ne concludera che non esistono le «= x(t), y= y(t). 

Si conducano per i punti L, N due parallele alle due rette parallele 
da cui siamo partiti, e si considerino le due successioni di punti 


(1) ey Egy Segoe Le pm, 

(2) N, ? N., N; as Ny gree9 

in cui le parallele condotte per L, N incontrano i segmenti 
M.M,, MM,, 0, M,.,-.. My Mya, 5-53 


tali due successioni (1), (2) hanno rispettivamente per punti limiti L, N. 
Ora consideriamo le due successioni formate l’una coi parametri mas- 
simi dei punti della (1), l’altra coi parametri minimi dei punti della (2) 
(1’) t, ? te ’ by seve ty grn?9 
(2’) Rey Shh The Se peg 

E facile vedere che queste due successioni risultano entrambe cre- 
scenti ed hanno per limiti la (1') il parametro massimo f di L e la (2) 
il parametro T di N (*). Ma le (1'), (2’) non possono avere limiti dif 
ferenti, giacché se fosse t<T, cioe t—T—A ove A & un numero 
positivo, si dedurrebbe che in un determinato segmento MyM,,, c’é 
un punto Ny di parametro minimo Ty > T —-,, e quindi nei segmenti 


successivi My,,My,., My,,My,,, ... non vi potrebbero essere dei 


, . s A, : . 
punti aventi parametri < T i cid che é necessario affinché la suc- 


, plat See A 
cessione (1') abbia per limite t= T—A< T a i 


(*) Invero, essendo le funzioni 7 =a (t), y=y (t) continue, le due suc- 
cessioni 
© (t,) » @ (¢2) ’ x (ts) g eee x (ty) pee 
y (¢,) »Y (¢3) »Y (ts) soe Y (ty) 9 00 
avranno per limiti rispettivamente a (¢), y (2); e cosi le w(Ty), y(T») 
(¥=1, 2,3, ...) avranno per limiti le ~(T), y(T). 
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Risulta dunque escluso che esistano le due funzioni «= x(t), 
y=y(#) la cui esistenza é necessaria affinché l’insieme y considerato 
sia connesso, secondo la definizione data a § 3 (*). 


Concludo che i due concetti di insieme continuo e di insieme con- 
nesso oltre ad essere differenti, non hanno tra loro alcuna relazione, 
cioe nessuno di essi é contenuto nell’altro. 

E pure manifesto che non vi é alcuna relazione tra il concetto di 
connesso e quello di semi-continwo — insieme non chiuso, ma ben 
concatenato e tale che due suoi punti possono essere riuniti da un 
continuo (**), — 

Noterd infine che si presenta la questione se non fosse forse con- 
veniente sostituire alla definizione analitica di insieme connesso data 
a § 3, un’altra definizione meno restrittiva, per la quale si potesse 
concludere che ogni insieme continuo é anche connesso. Ma in tale 
questione non intendo di entrare ora, contentandomi d’averla indicata 
all’attenzione degli studiosi. 


Bologna, maggio 1894. 
EUGENIO MACCAFERRI. 


(*) Come gentilmente mi suggerisce il prof. PEANo all’esempio citato di 
un insieme continuo non connesso si pud aggiungere quest’altro: L’insieme 
formato dalla curva rappresentata dall’equazione 


1 
y = sen—- 


per @ tale che O0<. |] x] =M, ove M é un numero positivo, e dal segmento 
dell’"asse y compreso tra i punti di ordinate 1 e —1. 
(**) Cantor, loc. cit., pag. 407. 





Lettera di E. Catalan. 


Il 14 febbraio scorso moriva in Liegi, nella veneranda eta di 80 
anni, uno dei pit illustri matematici, Eugenio Catalan, professore eme- 
rito dell’Universita di Liegi, seguendo nella tomba, a brevi giorni 
d’intervallo, la compagna della sua vita. 

Non é nostra intenzione di esaminare la Junga ed importante serie 
dei lavori pubblicati dal Catalan; i quali innalzarono il suo nome a 
si alta fama, schiudendogli le porte delle principali Accademie e So- 
cieta scientifiche, quali quelle del Belgio, di Tolosa, di Lilla, di Pie- 
troburgo, di Torino, dei Lincei in Roma, di Amsterdam, ecc. 

La sua vita fu tutta dedicata al lavoro. Ancora in gennaio di questo 
anno ci scriveva per indicare alcune correzioni ed aggiunte al Formu- 
lario di Matematica, le quali saranno pubblicate a suo tempo. 

Per commemorare in qualche modo un tant’uomo, pubblichiamo qui 
una sua lettera, la quale pud interessare i lettori. P) 


Monsieur, 


Je crois étre d’accord avec vous sur ce premier point: bien que 
les mots droite, plan, cercle, etc. aient un sens clair, méme pour les 
enfants, on doit, dans tout ouvrage didactique, les définir (si l’on peut). 
Il y a exception pour la droite. Tout le monde en a l’idée; et les dé- 
finitions essayées n’y ajoutent rien. Mais voici ot commence le désaccord. 
Vous pensez, comme M. Tannery, que cette définition: wne fraction est 
Vensemble de deux nombres, est plus satisfaisante que celle-ci: une 
fraction est l’ensemble de parties égales de l’unité. Je pense le contraire. 

Revenant au premier point, j’ai si bien compris, il y a cinquante 
ans (au moins), la nécessité de définir, que, dans mes Eléments de Giéo- 
métrie, (1843) j’ai défini les mots: longueur, aire, volume, rapport 
de deux grandeurs incommensurables, etc.; et que, dans mon petit 
Manuel d’Arithmétique et d’Algébre, dont la 11ime édition vient de 
paraitre, j’ai défini (et non démontré) les égalités a —b=—dab, 
(a — b) (ec — ad) = ac — be — ad + bd, ete. 
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J’ai cru devoir, également, changer la définition habituelle de 
) 2, définition qui implique un cercle vicieux. 

Ces idées, combattues d’abord, ont été adoptées depuis; 4 ce point 
qu’on s’est avisé, un beau jour, de les attribuer 4 M. M. Depekinp, 
Cantor, etc. Vous pouvez, relativement 4 cette question, consulter le 
beau discours de M. Mansion, placé en téte de mes Mélanges Mathé- 
matiques. 

Si vous pensez, Monsieur, que mes lettres puissent intéresser quelque 
lecteur de la Rivista, je vous en abandonne, bien volentier, la propriété. 

Encore un mot. Dans la premiére page de votre intéressante ed in- 
structive missive, vous dites: « le concept de nombre entier positif >. 
Croyez-vous qu’il y ait des nombres négatifs? Pour moi, je ne le crois 
pas. Un nombre étant le rapport des deux grandeurs (sous entendu de 
méme espéce) est essentiellement positif. On doit dire: quantité néga- 
tive, et non nombre négatif. De méme, a ce qu’il me semble, les ima- 
ginaires ne sont pas des quantités; car une imaginaire n’est, ni plus 
grande, ni plus petite qu’une autre. 

Je sais bien que mon opinion n’est guére partagée, méme par d’il- 
lustres Géométres; mais je suis un peu tétu. 

Je voudrais, Monsieur, comprendre Jitalien comme vous écrivez 
le francais. Malheureusement ainsi que le disait Mansion, je suis un 
autodidacte; c’est-A-dire un volontaire de la science et de la littérature; 
le peu que je sais je l’ai appris, pour ainsi dire, dans les rues de Paris. 

Perdonnez-moi cette longue lettre, fort décousue, et ayez-moi 


votre dévoué vieux collégue 
E. CATALAN. 
Liege, 5 fevrier 1892. 





Catalogue of the University of Texas for 1893-4. 





Questo Annuario di una delle pitt giovani e fiorenti Universita degli 
Stati Uniti contiene informazioni non prive d’interesse per chi, dal- 
’esame dell’organizzazione degli studi superiori in quei paesi che sotto 
tanti rapporti ci precedono nella via della civiltaé, volesse trarre oroscopi 
sull’avvenire dei nostri ordinamenti universitari. Ecco aleuni partico- 
lari che mi sembrano degni d’attenzione a questo riguardo. 

Per cid che riflette la scelta dei corsi che lo studente deve frequen- 
tare in ciascun anno, é in vigore il cosidetto Course System, che con- 
siste in cid: i corsi sono classificati secondo la loro importanza e divisi 
in corsi completi (full courses) e corsi equivalenti a due terzi o ad un 
terzo di corso completo (two third courses, one third courses): questi 
ultimi durano solo rispettivamente due o uno dei tre trimestri in cui 
é diviso l’anno scolastico (che va dal 29 settembre al 20 giugno). 

Per ottenere ciascuna delle lauree alle quali gli studenti possono 
aspirare non occorre altro che aver frequentato regolarmente venti corsi 
completi 0 un numero equivalente tra corsi completi e corsi parziali. 
Cosi per esempio, per ottenere il grado di Bachelor of Science, che 
corrisponde alla nostra Laurea in Scienze matematiche e fisiche, lo 
studente deve aver frequentato: 


a) Dieci corsi completi (o un numero equivalente di corsi par- 
ziali) riferentisi a qualche ramo della matematica, della fisica o delle 
scienze naturali. 

b) Due corsi completi di lingue moderne. 

c) Un corso completo di Storia o di Filosofia. 

d) Altri quattro corsi su qualsiasi soggetto. 


Di questi 20 corsi, solo 4*/, sono indicati come indispensabili (pre- 
scribed) per ottenere la laurea; quanto alla scelta degli altri e all’ordine 
in cui essi possono esser seguiti o distribuiti nei vari anni di studio é 
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lasciata piena liberta agli interessati. Spetta poi in particolare a ciascun 
professore d’indicare, ai giovani che intendono seguire le sue lezioni, 
quali sono i corsi a cui egli suppone che essi abbiano gia assistito. 
Naturalmente si raccomanda agli studenti di procedere con cautela e 
dietro il consiglio dei loro professori (with care and under advice) alla 
composizione del gruppo di corsi che intendono seguire in ciascun anno. 
Tale gruppo non pud constare di pit di sei corsi completi (o d’un nu- 
mero equivalente di corsi parziali) né di meno di quattro. 

L’insieme dei corsi che corrisponderebbe alla nostra facolt& di ma- 
tematica viene a esser diviso in tre Sezioni 0 Schools, cioe: School of 
pure mathematics diretta dal professor HALSTED, School of Physics di- 
retta dal professor MACFARLANE e School of applied mathematics (cor- 
rispondente alla nostra Scuola d’applicazione per gli Ingegneri) diretta 
dal professor TAYLOR. 

Quanto alle materie che formano oggetto d’insegnamento nei corsi 
delle Schools of mathematics, due tratti caratteristici mi sembrano degni 
di esser segnalati: 

1. Il largo posto che vi si fa a quelle parti della matematice 
che sono destinate a servire di strumento e di sussidio nelle ricerche 
di fisica e di meccanica ('). 

Cosi, per esempio, vi é un corso speciale sui Quaternioni (*/,), uno 
(del Macfarlane */,) sul Calcolo geometrico (Space analysis): altri corsi 
sono dedicati all’esposizione delle opere classiche nei vari rami della 
Fisica matematica (la Meccanica analitica di LAGRANGE, la Théorie de 
la Chaleur di Fourter, Electricity and Magnetism di CLERK MAXWELL) 

2. Il maggior riconoscimento dell’efficacia degli studi matematici 
come disciplina mentale atta ad affinare e rinvigorire la mente e come 
necessaria preparazione intellettuale per chi voglia dedicarsi a qua- 
lunque ramo di ricerca scientifica compresi anche quelli nei quali le 
cognizioni acquistate nei corsi di matematica non trovano alcuna ap- 
plicazione diretta. Cosi é fatto obbligo anche agli aspiranti alle altre 
lauree oltre a quelle di Scienze (cioé al grado di Bachelor of Literature 
0 di Bachelor of Arts) di seguire 4/, di corso nella School of pure ma- 
thematics e un corso completo (°/,;) nella School of Physics (*). 


(') Prominence is given to the practical utility of mathematics and its 
power as ¢he instrument of scientific research. : 

(?) In the school of pure Mathematics special attention is given to the 
meutal discipline of the Student. The development of intellectual powers 
and the formation of correct habits of thinking and reasoning are made # 
paramount objcet. 
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E allo stesso concetto parmi si debba attribuire |’istituzione di un 
‘corso speciale di Logica matematica (Algebras of Logic) e di un altro 


di Storia della Matematica ('‘). 
G. VAILATI. 


(‘) Throughout the School very special attention is given to the histo- 
rical development of the subject studied. Anche nelle altre Facolta, per 
esempio quelle di Medicina, esistono cattedre destinate ed esporre la storia 
‘delle varie Scienze. 1] professor J. M. PEIxcE, incaricato d’un corso sui 
Quaternioni e di un altro sulla Logica matematica nella Harvard Uni- 
versity ha recentemente tradotto in inglese la Storia della Meccanica del 
Macu dell’Universita di Praga (Die Mechanik in ihrer Entwickhelung hi- 
storisch-kritisch dargestellt, Leipzig, Brockhaus 1889) opera eccellente e che 
meriterebbe di esser conosciuta anche da noi. I] testo consigliato a quelli 
‘che seguono il corso di Storia della matematica 6 |’ History of mathematics 
‘del Casorti. 





Nuove pubblicazioni. 


Lezioni sulla teoria delle funzioni, dettate nella R. Universita di Bo- 
logna dal Prof. S. PINCHERLE, raccolte ed ordinate da EvuGENIo 
MaccaFreErri. — Parte I, Bologna 1893, litografata, pag. 301, L. 10. 


E. Mosnat. — Problémes de Géométrie analytique. — Tome troisiéme: 
Géometrie a trois dimensions. Paris, Nony, 1894, pag. 400 in-8°. 


Francesco p’Arcats. — Corso di Calcolo infinitesimale. Vol. II: Cal- 
colo integrale. Padova, Draghi, pag. XVI-+-693 - 1894, L. 11. 


C. Buraui-Fort1. — Logica matematica. Manuali Heepli, 1894, pag. 
VI-+-158, L. 1,50. 

C. Jorpan. — Cours d’Analyse de UEcole Polytéchnique. Deuxiéme 
édition. - Tome deuxiéme: Calcul intégral. Paris, Gauthier-Villars 
et fils, 1894, pag. XVIII+-627. 


GaBRIEL ARNoUX. — Arythmétique graphique. Paris, Gauthier-Villars 
et fils, 1894, pag. XXIII+175. 





Sulle permutazioni relative ad una data. 


Nota di Giacinto Musso a Genova. 


E noto che il numero delle permutazioni che si possono fare con 2 
cose ¢ dato dal prodotto 


Dis aes 


Io designerd coi numeri 1, 2, ... 2, i posti rispettivi che queste 
nm cose occupano in una qualunque di esse: 


@,0,C,..17, 8,8 


e mi propongo di determinare il numero di tutte quelle sole in cui 

le n cose considerate occupano un nuovo posto, diverso da quello a 

loro assegnato nella permutazione data. Tali permutazioni le. dird per- 

mutazioné relative alla data, o pit brevemente permutazioni relative. 
Nel caso per es. di 3 cose a, b, c, se si conviene, scrivendo 


Gy, by, Cg 


di dover intendere che a occupa il 1° posto, b il 2° e ¢ il 3°, fra le 
possibili permutazioni che io cerco di determinare, ve ne sara certa- 
mente una in cui b occupera il 1° posto, e poi un’altra in cui il 1° 
posto sara occupato da c. Ma fissato b al 1° posto, al 2° non potremo 
porre che c, e @ verra ad occupare il 3°. Fissato invece al 1° postoc, 
il 2° non potra essere occupato che da a, e conseguentemente il 3° 
da b. In questo caso otteniamo cosi 2 permutazioni relative. 

Ragionando in modo analogo, si troverebbe che il numero delle 
permutazioni relative di 4 cose é 9; che quello di 5 @ 44, ecc.; e in 
generale, se si rappresenta con Q,, il numero delle permutazioni relative 
di n cose, che ('*): 


Qn a (n = 1) (Qn ate Q,-2) ° 


(') Questa formula 6 dovuta a Eulero. — v. Ed. Lucas, Théorie des 
Nombres. Paris, 1891, pag. 212. 
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Per la determinazione, perd, di un tal numero, io mi propongo di 
seguire un’altra via, a dir vero indiretta; ma percorrendo la quale, 
oltre a giungere a dei risultati finali messi sotto una forma un po’ 
differente, potremo vedere che esiste uno stretto legame fra il numero 
delle permutazioni relative di cose, e quello dei termini dello svi- 
luppo di un determinante di ordine nm che non contengono a fattore 
nessun elemento principale. 

Detti pertanto elementi principali di un determinante di ordine n 
gli n elementi che occupano la diagonale principale; e designato ri- 
spettivamente con S,,, S',, 8”,, 8”, , ... S™,,, il numero dei termini 
dello sviluppo del determinante, che contengono a fattore n, (n-—1), 
(n — 2), (n—3),.. (2 —-m), elementi principali, comincierd a questo 
scopo, a far vedere che si ha: 


n(n—l 
=z Wg L) 
2 


n(n —1)(n— 2 
1 +n(n —1)8,_,} = — 
= { n$",,+n(n —1)S',_, + (n — 1) (n — 2)S,,5} 

n(n — 1)(n — 2) (n — 3) 
4 
y {nS",,, + 2 (n —1)8",_, +2 (n —1)(n —2)8,_,+ 
11 n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) 
n(n — 1)(n — 2) (n —3)8,-,) = rr es a = 
) e 


8”, = 2 {n8; 








e in generale: 


Sm), = 2 {nSlr—2),_, + (n — 1) 8-9), +... +n (n— 1)... 
(n— m+ 5)8" nag + 2 (n—1)... (2 — m+ 4) Snag t 
-+n(n— 1)... (nm — m+ 3)S8)y mag + 1 (n — 1)...(2 — m + 2) 
Amant . 

Che nello sviluppo di un determinante di ordine m non vi possa 
essere che un solo termine che contiene a fattore tutti gli elementi 
principali @ evidente: comincierd quindi a far vedere che in esso svi- 
luppo non vi pud essere alcun termine che li contiene a fattore tutti 
meno uno. 

Basta percid osservare che si ottengono tutti i »! termini dello svi- 
luppo, permutando in tutti i modi possibili le n lettere, o gli m indici 
di uno qualunque di essi, per es.: 


a, db, Cz vee Mn—2 Sn—] tn 
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e che la pit semplice permutazione é quella di cambiare fra loro due 
indici o due lettere. Si vede allora che se il termine precedentemente 
scritto & composto di soli elementi principali, sara impossibile ottenerne 
altri che contengono a fattore (x —1) di tali elementi. 

Dopo cid sarebbe facile calcolare il numero dei termini dello sviluppo 
che contengono a fattore (n — 2) elementi principali, perché ne] termine 


A, Dy Cy». Tn—2 Sn—1 En 


composto di soli elementi principali noi potremo permutare fra loro 
J'indice 1 cogli (n — 1) restanti e ottenere (rn —1) termini di quelli 
che si cercano; l’indice 2 cogli indici 3, 4, ... (7 —1), 2, e ottenerne 
altri (1 — 2); poi l’indice 3 cogli indici 4, 5, .. (#—1), nm, e otte- 
nerne ancora (nr — 3), ecc., finalmente l’indice (nm — 1) coll’indice n , 
e ottenerne wn solo. In totale: 


(n —1)+(n — 2)+(n—3)+...+ 2 


quanti cioe abbiamo annunciato doverne esistere. 

Ma invece di procedere per questa via che in seguito non é pit 
cosi semplice, cercherd di calcolare un tal numero per mezzo di con- 
siderazioni un po’ diverse, le quali ci permettono di pervenire simil- 
mente a trovare il numero dei termini che nello sviluppo del deter- 
minante contengono a fattore (n — 3), (1 —4), .. (7 — m), elementi 
principali. 

Essendo n >7=s, definiremo con A,.; un determinante di ordine 
r, facente parte dello sviluppo di uno di ordine 7, e contenente fra 
i suoi ** elementi e nella sua diagonale principale soltanto s di quelli 
che nel determinante di ordine m summenzionato (e che per analogia 
dovremo indicare con A,y,».) occupavano la diagonale analoga. Allora 
se adoperiamo le notazioni generiche ep ed ey per indicare rispettiva- 
monte gli elementi che sono e non sono principali ne] determinante 
4,.n, quando si sviluppa quest’ultima secondo gli elementi di una 
qualunque delle sue linee, o una qualunque delle sue colonne, avremo 
evidentemente : 


(a) An, n = €p An eal ee — 1) én An-1 »n—2 5 
€ siccome si é indicato con 8”, il numero dei termini dello sviluppo 


che contengono a fattore (x — 2) elementi principali, @ facile vedere 
che si avra: 


(I) S"n = S"n-1 + (n — 1); 
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perché essendo ep elemento principale, il 1° termine del 2° membro 
della (a) ci dara tanti termini dello sviluppo aventi a fattore (n — 2) 
elementi principali, quanti ne contiene nel suo sviluppo il determinante 
An—i,n—1, aventi perd a fattore soltanto (x — 3) elementi principali; 
ed essendo ex elemento non principale, e A,—1,,—2 un determinante di 
ordine (z — 1) i cui elementi della sua diagonale principale sono tutti 
principali eccettuato uno, ad ogni prodotto ex An—i,n—2, noi non otte- 
niamo che un solo termine avente a fattore (2 — 2) elementi principali: 
quello cioé che proviene dal prodotto degli elementi della diagonale 
principale nel determinante A,,—1,,—2. 
Ma: Sn-2=1, eppercid potremo ancora scrivere: 


S"n = S8",-1 -+ (nm — 1) Sue 5 
ossia, cambiando » in n+1: 
S"n41 = S"n+ nSBy-1. 


Quest’ultima, integrata ci da: 


mA : Gi (nr —j) 
8", =in8,1+C= ; se 


e la costante essendo nulla, come si pud scorgere dando ad m un va- 
lore particolare, avremo finalimente: 
(1) ao ee “ c. d.d. 

Vedremo ora, che si pud determinare con un ragionamento analogo 
il numero dei termini dello sviluppo del determinante, che contengono 
a fattore (rn — 3) elementi principali. 

Passiamo anzitutto a stabilire una relazione analoga alla (a). Sup- 
posto che il determinante A abbia nella sua diagonale principale wn 
elemento non principale, sviluppandolo secondo gli elementi della linea 
o della colonna che concorrono nel medesimo si ha: 


(b) An,n-1 = @n An—1 n—) + (n _ 1) en An—i.n—2- 
Dopo cid, siccome avremo similmente: 
An-1 »n—2 = ON An—2,n-2 a (n naan 2) €N An—2,n—3 
la (a) diventera per sostituzione: 
(@’) Ann=er An—i,n—1+ (n—1)en ex An—2.n—2+ (2 —1)(n—2)en ex An—2,n-3 


e da quest’ultima, siccome abbiamo indicato con S$”, il numero dei 
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termini dello sviluppo che contengono a fattore (n — 3) elementi prin- 
cipali, @ facile ricavare la relazione: 
(II) "n= Sn + (n — 1) (n — 2); 
perché basta osservare: anzitutto, che essendo ep elemento principale, 
i] 1° termine del 2° membro della (a’) ci deve dare tanti termini dello 
sviluppo aventi a fattore (x — 3) elementi principali, quanti ne contiene 
nel suo sviluppo il determinante A,_1,n—1, aventi perd a fattore (2—4) 
elementi principali; poi, che essendosi dimostrato che un determinante 
di ordine m , non contiene nel suo sviluppo nessun termine avente a 
fattore (x — 1) elementi principali, il determinante A,—2,,—2 non ce ne 
fornisce nessuno; e finalmente che il determinante A,—2,,—3 non ce ne 
fornisce che uno solo: quello cioé proveniente dal prodotto degli ele- 
menti della diagonale principale. 

Ma sappiamo che: 


S'n—1 = 0; Sp-3 = 15 
eppercid la (II) potremo scriverla anche cosi: 
"an = SO" n-1+ (n — 1) Sine + (rn —1) (n — 2) Sp—s 
ossia, cambiando 2 in n-+-1: 
B41 = 8" + 2 S'n-1 + 2 (nm — 1)Sn—2. 


Quest’ultima, integrata ci da: 


ri<titseee~1jea)-0— *8— z ae 





e la costante essendo nulla, avremo finalmente: 


«tines 
(2) reas — 2 {n S5 +n (n — 1) Sn—s} ye n (n : (n ) 





Come si sara gid potuto osservare, nello stesso modo che coll’aiuto 
della (b) noi abbiamo potuto, per via ricorrente, ridurre la (a) alla (a’), 
potremo ora trasformare la (a’) in un’altra relazione che diremo (a’). 


Avremo cioe: 


(a’) Ann = ep An—1,n-1 + (2 — 1) en en An—2 ,n—2 + (n — 1) (n — 2) 
en en CN An—3,n—3 + (mn — 1) (n — 2) (n — 8) enenen An—3,n—4 , 


dalla quale si deduce: 


(Ml) $= 8", + (n—1) = = = 9 He — 1) e—9@—3) 





Rivista di Matematica (agosto 1894). 
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o anche: 
Sv, =S'_p_14+-(n —1)S8"n-2+(n -1)(n —2)S',-3-+(n —1)(n—2)(n—3) 8,4 
Cambiando poi 2 in n+-1: 
S¥n41 = S_,4+ nS"p-1 + n(n — 1) Sno + 2 (2 — 1) (n — 2) Sy 
e integrando: 


3) 8%,=—2 {n S",-1 + 2 (n — 1) S',-2-+ 2 (n — 1) (n — 2) Sn_3} = 
3 n(n — 1) (n — 2) (n — 3). 
2 4 





la ecostante essendo nulla. 
Continuando si avrebbe: 
(n — 2) (n — 3) (n — 4) 


9 
0 





(IV) S%w = S*n-1 + (vn — 1) 
(n — 3) (n — 4) 


9 


~ 


+ (n —1)(n—2 





+ (n — 1) (n — 2) (n — 3) (n — 4); 


o anche: 


S’n+1 = S*n + 28" n-1 + 2 (rn — 1) 8"n-2 + 2 (n—1) (N—2) Si 
+ 2 (nr —1) (rn — 2) (n — 3) Sn—4 


e integrando: 


» 


-T nS" ni + n(n — 1) 8"n-2 + 2 (n — 1) (n — 2) Sina 4 
Al n(n—1)( (n—2)(n—3) oli 


> 


n (n—1) (n—2) (N—3) Spa} 
} 5 


ecc.; e in generale é facile vedere che sussistera l’equazione alle dif 
ferenze: 
(m) (m— 


/ <'m) ‘ : oy ft ee a 
(R) S™—S™ +(n—1)8")°4 -(n —1)(n —2)8"> 


" ‘ ae n —1)(n—2 
n—4) 
eet | nnd 
+ (n —1)(n — 2)... (2 — m+ 3) S"n_me + (n — 1) (n —2 


(rn — m+ 2) S'n—m4i + (n — 1) (rn — 2)... (2 — m+ 1) Syn 


(n —3)8' + ..+(nm—- 1) (nm — 2)...(m — m+ 4)S- 


eg : . ° P (im) ‘ ee 
perché, se si suppone di voler determinare il numero i dei termi 


che nello sviluppo di una determinante di ordine » contengono a fit 
tore (2 —m) elementi principali, dalla relazione: 


(a(m—*)) Ann = ep alee + (n—1) en [ex An—#,n—2 + (2 — 2) 4 
(ex Ana, n—3 + «+ (2 — m+ 3) en (ex An—m4e, n—m42(l— 
m-+2) ) en iten i ees n—n+! + (n—m-+-1) en An—m+1, wn) 
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che si otterrebbe dalla (a") per successive sostituzioni, in cui é d’uopo 
applicare la formola (0), si scorge che: 


ep An—1,n—! 5 An—2, n—2 5 An—3, n—3 5 oe An—m+2, n—m+2 5 An—m+1,n—m+1 3 


i danno rispetti t ... Kote coiigahaee  § 
An—in+1 .n—m Ci danno rispettivamente § a Pe? ae? 


Sy,-inty @ Sn—m dei termini che snitiiians 
Dalla (R), dopo aver cambiato 2 ‘n n-+-1 si ha per l’integrazione: 


(r) g™) — X{n en en (n— 1) . + ...2 (2 — 1)... (n—m-+5) 


S"n—m+4 + 2 (n — 1)... (@ —m + 4)8"p~m43-+ n(n —1).. 
(n — m+ 3) S'n—-m42-+ 2 nn —1)...(n —m-+ 2)Sp—m4i} 5 


ja costante essendo nulla (‘). 

Abbiamo cost delineata la via da percorrere per determinare il 
numero dei termini dello sviluppo di un determinante di ordine n, 
che contengono a fattore (2 — 2), (2 — 3) ... (#—m), elementi prin- 
cipali. Ma conformemente a quanto si é gid lasciato intravvedere in 
principio noi possiamo calcolare altrimenti un tal numero. E poiché, 
come si vedraé in seguito, lo troveremo espresso in funzione di quello 
delle permutazioni relative, dal confronto delle sue due espressioni po- 
tremo ottenere quest’ultimo. 


(*) I simboli Sn, Sy, S’n, Sn, ... Sn sono stati definiti per i casi 
incuin>26m<n. 
Ora, siccome i primi membri delle equazioni alle differenze: 


S"n = S"n—-1 + (n — 1) Sn—2 

Sn = S"n-1 + (n — 1) S'n-2 + (n — I (rn — 

3”) a id eee 1) 1) si" : 

n 
conserverebbero ancora un senso ben determinato, quando si facesse rispet- 
tivamente n=2, 3, ... 7, mentre cesserebbero di averne i secondi; oc- 
corre estendere tali definizioni ai casi in cui n=0, n=1,em>n. 

Converremo percid che Sn==1 6 Sn=0, non ae = tutti i valori di 


n>2, ma anche per i valori 0 e 1 din; e che a ” == 0 per tutti i va- 
lori di m>n. 

Queste convenzioni giovano per concludere in modo facile che tutte le 
costanti provenienti dall’integrazione delle equazioni alle differenze sono 
nulle, 

servo da ultimo che i simboli precedenti potrebbero ancora definirsi 
per i poe negativi di nm, ma mi dispenso dal farlo, non occorrendo al 
hostro scopo. 
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Si é gia osservato che un determinante di ordine m contiene tanti 
termini nel suo sviluppo, quante sono le permutazioni che possono farsi 
con 7 cose; 0 in altri termini, che se: 


A, by Cy «2. Tn—2 Sn—1 tn 


é un termine dello sviluppo di un determinante di ordine 7, si otten- 
gono tutti gli altri permutando in tutti i modi le lettere, e tenendo 
fermi gli indici; oppure permutando in tutti i modi gli indici, e tenendo 
ferme le lettere. 

Noi supporremo per es. di permutare in tutti i modi gli indici ;e 
di pitt che il termine precedentemente scritto sia tutto composto di 
elementi principali. Allora 6 evidente che il numero dei termini dello 
sviluppo del determinante aventi a fattore (7m — 2) elementi principali, 
sari uguale al numero delle combinazioni degli m elementi principali 
precedenti (2 — 2) a (nm — 2), moltiplicato per quello delle permutazioni 
relative di 2 cose. Indicando, per brevité, quest’ultimo numero colla 
lettera « , avremo 
(1 —— — . 1) 

Similmente, il numero dei termini dello sviluppo del determinante, 
aventi a fattore (n—3) elementi principali, sara uguale al numero 
delle combinazioni degli  elementi principali (7 — 3) a (mz — 3), mol- 
tiplicato per quello delle permutazioni relative di 3 cose; e se indi- 
chiamo quest’ultimo numero con f, avremo: 

2’) s",—8 n(n oe 2) 





Si otterrebbe analogamente una nuova espressione per S'%,, S"n, «5 
e cioe: 


n(n — 1) (n — 2) (n — 3) 
. 4! 





Chen a 


92 (n — 1) (n — 2) (n — 3) (n — 4) 
5! 





e dal confronto delle (1) e (1'); (2) e (2); (3) e (3); (4) e (4); .. si 
determineranno i valori di «, 8, 7, &, .. Si trova: 


a=1,B=2,~=9,0=—44,... 


Ricordando la relazione di ricorrenza espressa dalla formula (7), 
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possiamo concludere la seguente regola pratica per determinare il nu- 
mero delle permutazioni relative: 

Il numero delle permutazioni relative di 2,3, 4, 5, .. cose é 
uguale rispettivamente ad 1, 2, 3, 4,... volte t numeratori delle 
frazioni seguenti: 

11 53 309 


* 3 
t*4*’2°6@° St’ 0'°°" 


Infatti si ha: 


’ 


+ — — SS eee 
§ 80 120’ 
Tali frazioni sono legate da relazioni ricorrenti. Ponendo: 


1 1 1 
I+ = AG; > +a = As; 


se si indica la successiva frazione con A,, avremo: 


A 
A —_—A, 
so 4 6 


onde A, rimane espressa in funzione delle due frazioni che anaes 


Avremo ancora similmente ('‘): 
A, A, A, 


ae en Ay; Ay += Ag; Ag ti = Aj + 


Riguardo alle permutazioni relative possiamo ancora enunciare il 
seguente teorema: 

Il numero delle permutazioni relative di n cose eguaglia quello det 
termini dello sviluppo di un determinante di ordine n, che non con- 
tengono a fattore nessun elemento principale. 


(‘) Se indichiamo rispettivamente con a,, as, a, ... i numeratori delle 
frazioni A,, A,, Ag, ++ aT scrivere: 
ag 
sis = 55 As= es 
ese Q,, Q,, Q,, -.. sonoi numeri delle permutazioni relative di4, 5, 6,... 
cose, avremo altreai: 

Q,=34a,; 0,—44,; Q, = 5 53 o- 

Per la legge di ricorrenza che governa le frazioni A,, As, Ag, «+. sara 

poi: 


A,=='s A, 


1 Oe 
4! 3! 
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Per dimostrarlo consideriamo una permutazione qualunque delle 
nr lettere a, b,c, we 7, 8, t 
A, By Cy 000 Mn—2 Sn—1 tn. 


Noi potremo supporla formata cogli elementi principali di un de- 
terminante di ordine n, in quanto si é collocato a al 1° posto; b al 
2°; c al 3°; ecc. ... Ma siccome per ottenere da essa una permutazione 
relativa qualunque, noi dobbiamo, per definizione, permutare le lettere 
a,b,c, 7, 8, ¢, in modo tale che nessuna venga ad occupare il 
posto ehe prima le era assegnato, possiamo evidentemente concludere 
che dopo un tale cambiamento, le lettere a, b,c... 7, 8, ¢, cessano 
di essere elementi_ principali. 

A simile risultato si poteva pervenire, del resto, ricorrendo alle 
formule trovate. 

Basta infatti fare nelle (1), (2), (3), (4), ... rispettivamente n = 2, 


=4,n=5,.. © si ottiene: 


i a oo ee { By 2. e 
8”, =1; 8”, = 2; 8", —9; 8, = 445 ... 


Ne segue come corollario che ogni determinante di ordine xn il 
quale ha la sua diagonale principale formata di n zeri, contiene tanti 
termini nel suo sviluppo quante sono le permutazioni relative din 
cose (‘). 

Terminerd questo mio lavoro facendo cenno di una nota del signor 


e in generale 
he = amet Gant 
*" (n—3)! " (n—4)!n—2 


l 
(n — 3)! An = An—) + (2 —3) An—2 7% : 


Ma: 
An 


—-? 


(rn —3)!An= 
eppercid: 
An = (n — 2) An—1 + (2 — 3) An—2 
ossia: 
Qn = (n —1) (Qn—1 + Qn—-2) . 
Questa é la formula di Eulero. 


(‘) Questo teorema 6 implicitamente contenuto nella formula: 


ep 
: n! 


del signor J. WeynaucH, Giorn. di Crelle, vol. 74, pag. 273, la quale ¢i 
fornisce il numero dei termini dello sviluppo di un determinante di ordine 
avente la diagonale principale formata di  zeri, percheé si ha, indicandlo 


Ri 
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C. A. Laisant (*), nella quale vien trattato un problema analogo a quello 
che mi sono proposto, ma pitt generale. Presi in considerazione n og- 
getti a, b, c, ... 2, e supposto che si sia formato il prospetto di tutte 
le permutazioni tali che il 1° rango, il 2°, ecce., non possano essere 
occupati in ciascuna di esse che da certi di questi oggetti, in essa ]’A. 
si propone di determinare il numero di queste permutazioni. 
Designando con a, b, ¢, ... gli oggetti che possono occupare il 1° 
rango; con a, b, c,... quelli che possono occupare il 2°; ecc., e posto: 
(a,+ Dy, +-...) (Ag +b,+ y+...) ve (n+ On + Cn + on} = F i ; b ptel) 
essendo F una funzione intera, omogenea e del grado n delle variabili 
a,b,c, ... l, egli dimostra che il numero X delle permutazioni che 
si 6 proposto di determinare é dato da 
o"F (a,b, Ces6) 


Oa. ab ac ey 
Genova, 24 febbraio 1894. 


il 2° membro con Wn (v. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten, 
Leipzig, 1881, pag. 40) 
(*) Yn = nYn—1 + (— 1) 
da cui: 
Yn+1=7n (Wn a a YWn—1) 

che 6 la formola data da Eulero per il numero delle paemniiunens relative. 

Il sig. WryRaucH (I. c.) da ancora altre formule, fra le quali una per 
il numero dei termini dello sviluppo di un determinante, che contengono 
m elementi prineipali a fattori, e cioe: 


n | l (— ]|)»—m 
(m) == yee: ! —-— — ee es ae | 4 
ae mi (Le 31" Tam) . 


Siecome perd potremo anche scrivere, per le notazioni precedenti: 


n 
F(m) — Y 
* ) n—m 


ecambiando m in n—m: 


F(2—m) — 6 Um 
ru—mi- 


si vede che la formula del sig. WeyRAucH non differisce in sostanza, in 
ogni caso particolare, da quelle che io ho indicato con (1'), (2'), (3), «.. 

Infatti lea, 8, Y ... rappresentano in quest’ultime i numeri delle per- 
mutazioni relative ad una data di 2, 3, 4... cose; e in. quella del signor 
WerraucH, Y,, Y,, Y,, ... i numeri dei termini dello sviluppo di deter- 
minanti di 2°, 3°, 4°, ... ordine, aventi la diagonale principale formata di 
zeri. Ma questi numeri sono rispettivamente uguali. 


(') Comptes Rendus, 2° sem. 1891, pag. 1047. 





Un precursore della Logica matematica. 


Nel II vol. delle Miscellanea Taurinensia (*) pubblicato nell’anno 
1761, (parte 3*, pag. 46-63) trovasi un lavoro di Ludovico Richeri, 
col titolo: Algebrae philosophicae in usum artis inveniendi, specimen 
primum. 

L’A. tenta risolvere il celebre problema di Leibniz; percid indica 
con segni speciali i varii enti che compaiono in logica e metafisica; 
cioé il possibile e 1’ impossibile, il tutto e il nulla, il determinato e 
l’indeterminato, il si e il no, il necessario e il contingente ... Ea 
notarsi che i segni pel tutto e nulla sono rispettivamente U e a, e di 
ben poco diversificano da quelli del formulario di Matematica. 

Le idee dell’A. sono profonde, ed egli spera ottenere notevoli ri- 
sultati; dice a pag. 59: 

«... Combinationes principaliores speciminis ergo indicamus; cceteras 
iisdem insistens principiis quisque inveniet, et non sine voluptate sim- 
plicissimam fcecunditatem experietur, quemadmodum ex secundo spe- 
cimine constabit, ubi, Deo dante, algebree philosophic theoriam omnem, 
et ejus applicationes tentabimus, et tum demum de arte inveniendi 
universalissima judicium erit. » 

Ma questa seconda parte non @ comparsa. E in questa prima ]’A. 
non seppe ancora liberarsi dalla metafisica; questo lavoro si deve con- 
siderare come un semplice tentativo. Le sole proposizioni appartenenti 
al formulario di Matematica che trovansi nella memoria dell’A. sono 


an-@=A , Av-a=vV. 


(P.) 


(*) Come é noto, esso é il titolo della pubblicazione periodica fondata 
da Lagrange, Cigna, ..., che assunse pit taurdi il nome di « Memorie del- 
Accademia delle Scienze di Torino ». 





Pensiero matematico moderno. 


Conferenza tenuta dal prof. Simone Newcoms all’adunanza annuale 
della Societa Matematica di New-York il giorno 28 dicembre 1893. 
— Versione dall’inglese, cortesemente concessa dall’autore, di 
Otravio ZANOTTI BIANCO. 


Chi, al pari di me, non é matematico nel senso moderno, sente 
naturalmente di doversi in qualche modo giustificare d’aver accettato 
linvito col quale questa Societé mi ha onorato, d’intrattenerla intorno 
ad un argomento matematico. Forse una giustificazione adeguata po- 
trebbe trovarsi nella considerazione, che chi non si é profondamente 
addentrato in nessuno dei problemi contemporanei delle matematiche, 
ma che, come uno studente, ha avuiv sufficiente passione per il sog- 
getto da tenersi informato del corso generale del pensiero in esso, pud 
prendere tale generale veduta che sia appropriata alla presente occa- 
sione. Io vi domanderd pertanto di considerare alcuni paragoni fra i 
modi di pensare sopra soggetti matematici del giorno d’oggi, e quei 
metodi che giunsero a noi dal passato, coll’intendimento di accennare 
in qual direzione stia il progresso, e quale sia il significato della ricerca 
matematica del tempo presente. 

Fra le varie letture della mia gioventt fuvvi un’istoria dell’Europa 
moderna, che finisce con una rivista generale del progresso nelle arti, 
nelle scienze e nella letteratura e con un tentativo di previsione del- 
lavvenire di esse. Per quanto io ne posso giudicare, quell’opera fu 
scritta intorno al tempo di Eulero o Lagrange. Sull’argomento delle 
matematiche la conclusione dell’autore era che l’investigazione frut- 
tifera pareva terminata, e che vi era poca prospettiva di brillanti 
scoperte nel futuro. A noi, un secolo dopo, questo giudizio potrebbe 
sembrare un esempio del pericolo di far profezie, e condurci a riguar- 
dare l’autore come uomo troppo propenso ad affrettate conclusioni. Pud 
darsi tuttavia che un’analisi accurata conduca a ritenere le vedute del- 
lautore per meno avventate di quel che possano sembrare ora. Possiamo 
noi non dire, che nella speciale direzione, e lungo le speciali vie battute 
dall’indagine matematica un secolo fa, non si son fatte scoperte vera- 





~~ ee 


mente brillanti? Possiamo noi realmente dire che il campo di lavoro 
di Eulero, fu, dopo il suo tempo, largamente esteso? Dei grandi pro- 
blemi che eludevano l’abilité degli antichi geometri, comprendendovi 
la quadratura del circolo, la duplicazione del cubo e la trisezione del- 
Vangolo, non ne risolvemmo pur uno. I] nostro solo progresso nel 
trattarli @ stato di mostrare che essi sono insolubili. Al problema dei 
tre corpi non abbiamo aggiunto un solo degli integrali necessari alla 
completa soluzione. Il nostro calcolo integrale elementare é@ vecchio 
di due secoli. Per l’equazione generale del quinto grado solo mostrammo 
che non esiste soluzione aleuna. Senza dubbio, noi risolviamo molti 
dei problemi che i Bernoulli ed i loro contemporanei si divertivano 
a proporsi a vicenda, molto meglio di quello che essi abbiano fatto; 
ma, dopo tutto, potremmo noi toccare a qualche soluzione che fosse 
oltre i loro poteri? Io parlo con qualche diftidenza su questo punto, 
ma mi sembra che il progresso si verificd risalendo ai principii ele- 
mentari, per partirne ad esaminare tutto il campo della ricerca mate- 
matica da un piano pitt elevato di quello sul quale stavano i nostri 
predecessori, piuttosto che continuando sulle loro traccie. 

Noi possiamo illustrare questo passaggio a nuovi modi di pensare 
paragonando la dottrina di Euclide della ragione e proporzione colla 
nostra. Nessuno discute la bellezza od il rigore del procedimento, per 
mezzo del quale Euclide svolse questa dottrina nel suo libro quinto 
e l’applicd alla teoria dei numeri nel suo libro settimo. Ma _ possiamo 
noi trattenerci dal compiangere i nostri avi, che dovevano imparare 
le proposizioni complesse e le ponderose dimostrazioni del quinto libro, 
del quale noi possiamo scrivere in un sol foglio di carta tutti i pro- 
cedimenti ed i risultati? Come disciplina mentale lo studio era eccel- 
lente; ma sembra appena possibile che si potesse rammentare le pro- 
posizioni ed i metodi di dimostrarle, se non se ne avesse altra conoscenza 
all’infuori di quella ricavata dall’opera stessa. Quando noi esaminiamo 
attentamente queste proposizioni, noi troviamo che, mentre Euclide rico- 
nosceva il fatto che, di due rapporti, uno potrebbe essere maggiore, 
minore od uguale di un altro, tuttavia egli non li riguardd mai come 
quantita, che potevano essere usate come operandi. Da questo punto 
di vista una ragione era sempre una relazione, ed una relazione non 
pud esistere senza due termini. 

Nell’accennare a questa complessitaé della dottrina di Euclide, non 
voglio si creda che io accetti il modo poco rigoroso in cui la dottrina 
in questione é d’ordinario svolta nei nostri trattati moderni. Cid che 
noi dovremmo aver di mira si @ di sostituire i metodi di Euclide con 
quelli che spettano alla matematica moderna. Oggidi noi intendiamo 
che una relazione fra due enti qualsivoglia della medesima specic 
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pud sempre essere ridotta ad un solo termine, ad essa sostituendo un 
operatore la cui funzione sia di cambiare uno di questi enti nel- 
altro. Nel caso della relazione fra due linee, considerate semplice- 
mente come quantita’ ad una dimensione, la qual relazione si chiama 
un rapporto, noi riguardiamo il rapporto come un fattore numerico o 
multiplo, che operando sopra una linea la cambia nell’altra. Ad esempio, 
quella relazione che Euclide avrebbe espressa dicendo che due linee 
stavano l’una all’altra come 5 a 2, ovvero che due volte una linea era 
uguale a cinque volte l’altra, noi esprimeremmo ora col dire che se 
noi moltiplicassimo una delle linee per due e mezzo, noi otterremmo 
altra. Questo potrebbe apparire semplice differenza di parole, ma é 
molto di pit. E semplificazione di idee; & sostituzione di un sol con- 
cetto a due. Per esprimere una relazione occorrevano ad Euclide due 
termini; a noi ne basta uno. 

Ma cid non é Ja sola semplificazione. Una particolaritd della nostra 
matematica moderna é che gli operatori medesimi sono riguardati 
come oggetti indipendenti di ragionamento; suscettibili di divenire 
operandi senza specificazione delle loro peculiari qualitt come opera- 
tori. Cosi, in luogo di considerare il rapporto che io ho test® menzio- 
nato come un’operazione di moltiplicare una linea per due e mezzo, 
noi la riduciamo per ultimo alla semplice quantita due e mezzo, che 
noi possiamo concepire rimanga inerte finché noi la portiama all’atti- 
viti come un moltiplicatore. Esso cosi assume una forma concreta 


apace di essere maneggiata nel pensiero, e di essere operata come se 


fosse una cosa distinta. 

Questo esempio pud offrire come un punto di partenza per un’illu- 
strazione pi larga del modo in cui noi abbiamo esteso i concetti che 
stanno a base del pensiero matematico. Prendiamo a riflettere sulla 
relazione fra una linea retta che parte da un punto, ed un’altra linea 
di eguale lunghezza partente dal punto medesimo, ma ad angolo retto 
colla prima. Se questa relazione fosse stata proposta ad Euclide come 
argomento a studiarsi, egli avrebbe probabilmente risposto, che quan- 
tunque molto pitt semplice di quelle intorno a cui si occupava, egli 
non poteva scorgervi nulla di fruttifero, e non avrebbe tratto da essa 
alcuna coneclusione. Ma se poi proseguiamo a riflettere, troveremo 
davanti a noi un vasto campo, comprendente il primo concetto di 
gruppi; e con esso una parte importante delle nostre matematiche 
moderne. In conformita al principio gia prestabilito, noi sostituiamo 
alla relazione fra queste due rette un’operatore che mutera la prima 
nella seconda. Noi definiamo quest’operatore dicendo che la sua fun- 
zione ¢ di girare una retta di un angolo retto in un piano fisso che 
la contiene. Questa definizione permette di applicare l’operatore in 





— 124 — 


‘questione ad ogni linea nel piano. Applichiamola pertanto due volte 
di seguito alla stessa retta. I] risultato saraé una retta volgentesi alla 
direzione opposta a quella della originale. Una terza operazione la 
portera di nuovo ad angolo retto dalla parte opposta alla seconda po- 
sizione; ed una quarta la ricondurra alla sua posizione originale; il 
risultato essendo di portarla attorno di un circolo completo. Se ora noi 
consideriamo le operazioni che sarebbero state equivalenti a queste, 
una, due, tre, quattro rivoluzioni di un angolo retto come quattro 
operatori separati, noi vediamo che il loro risultato saraé o di lasciare 
Ja retta nella sua posizione originale, o di muoverla ad una di tre 
posizioni definite. Se quindi noi ripetiamo una di queste quattro ope- 
razioni tante volte quante ne piace, od in qualsiasi ordine vogliamo, 
noi unicamente condurremo la retta ad una delle quattro posizioni in 
questione. Cosi noi abbiamo un gruppo del quarto ordine, dotato della 
proprieta che la ripetizione di due qualunque delle operazioni del 
gruppo @ equivalente a qualche unica operazione di esso. 

Appena occorre che io richiami |’attenzione all’analogia famigliare 
fra queste operazioni e moltiplicazioni successive per l’unitaé immagi- 
naria V4, Quest’ultima considerata come un moltiplicatore é fornita 
delle stesse proprietd del nostro operatore ruotante. Ripetuta due volte 
muta il segno o la direzione della quantit&é sulla quale opera; ripetuta 
quattro volte la riconduce al suo valore originale. 

Noi abbiamo in tutti questi casi un’illustrazione molto semplice di 
una legge del pensiero, l’applicazione della quale forma la base di 
una parte importante della ricerca matematica moderna. La si pud 
chiamare la legge di omologia. Io non sono certo di saperla definire 
rigorosamente, ma io credo che la si possa esprimere ad un dipresso 
come segue: Se abbiamo due classi di enti A e B, tali che ad ogni 
ente di una classe corrisponda un ente dell’altra, e ad ogni relazione 
fra due qualunque di una classe corrisponda una relazione fra i 
corrispondenti due dell’altra, allora tutto il discorso, il ragionamento, 
le conclusioni riguardanti l’una classe potranno essere applicati al- 
lValtra classe. Noi possiamo, naturalmente, estendere la legge a una 
corrispondenza fra cose 0 concetti, e simboli od altre forme di lin- 
guaggio. 

Io penso che questa legge sia pili universale che a primo aspetto 
appaia. Non solamente il progresso, ma l’esistenza stessa della nostra 
razza dipende dalla coordinazione fra i nostri processi mentali ed i 
processi dell’universo esterno, che fu gradatamente portata innanzi 
dall’attrito fra ’'uomo e Ja natura attraverso innumerevoli generazioni. 
Un uomo é perfetto, potente, efficace quanto pitt il suo modo di rappre- 
‘sentarsi la natura é in armonia coi processi della natura stessa; ogni 
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processo di natura avendo la sua immagine nel pensiero, e viceversa.. 
Ora, il linguaggio consiste nel coordinamento fra parole ed idee. Cosi 
noi passiamo dalla natura a cid che vi corrisponde nel pensiero, e dal 
pensiero a cid che vi corrisponde nel linguaggio, e cosi poniamo in 
azione una corrispondenza fra il linguaggio e la natura. 

La ricerca scientifica moderna offre molti esempi dell’applicazione 
di questa legge che sarebbero meravigliosi, se non fossero cosi fami- 
gliari. Noi siamo cosi avvezzi alla predizione di un’ecclisse, che non 
vediamo in essa alcuna filosofia. E tuttavia non potrebbe un essere 
molto intelligente di un’altra sfera scorgere alcun che di meraviglioso 
nel fatto che con un metodo di tracciare simbuli olla penna e |’in- 
chiostro sulla carta, e di combinarli secondo certe semplici regole, é 
possibile di predire con certezza infallibile che lombra della luna 
in un dato giorno, ad una data ora e dato minuto, passerd sopra un 
determinato luogo della superficie della Terra. Certamente quell’essere 
potrebbe domandare con sorpresa come si possa ottenere un tale risul- 
tato. La nostra risposta sarebbe semplicemente questa: Vi é una cor- 
rispondenza da uno ad uno fra i simboli che il matematico traccia 
sulla sua carta e le leggi di movimento dei corpi celesti. Questi simboli 
incorporano i metodi stessi della natura. 

L’introduzione e l’applicazione di omologie come quelle che ho indi- 
eate hanno forse il loro massimo valore, in quanto risparmiano pen- 
siero. Nel campo della meditazione matematica hanno qualche rassomi- 
glianza colle macchine che nel campo dell’economia risparmiano lavoro, 
Esse permettono di raggiungere i risultati del raziocinio senza passare 
per il processo del ragionamento nel caso particolare. Molto di quanto 
dissi illustra quest’uso del metodo, ma vi é un altro caso che fu cosi 
fruttifero da meritare speciale menzione: io intendo la teoria generale 
delle funzioni di una variabile immaginaria. Noi possiamo riguardare 
tali funzioni come rappresentanti in realta una coppia di funzioni di 
una certa classe implicanti una coppia di variabili reali; ma la diffi- 
colt di concepire le varie guise in cui le due variabili possono essere 
collegate, ed i risultati dei cambiamenti che esse possono subire, in 
tal guisa da cavar fuori tutti i risultati possibili, avrebbe reso impos- 
sibile il loro studio diretto. 

Ma quando Gauss e Cauchy concepirono ]’idea geniale di rappre- 
sentare due tali variabili, la reale e l’immaginaria, colle coordinate 
rettangolari di un punto in un piano, queste relazioni che prima esi- 
gevano grandi sforzi per essere concepite divennero relativamente sem- 
Plici. Considerata come una grandezza, una variabile complessa, ovvero 
lasomma di una quantitd reale e di una puramente immaginaria, 
lultima essendo riguardata come una quantita misurata in unita im- 
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maginarie, fu rappresentata dalla lunghezza e posizione di una linea 
retta condotta dall’origine delle coordinate al punto le cui coordinate 
erano rappresentate dai valori della variabile. Una tal retta, quando 
se ne consideri e la lunghezza e la direzione, é ora famigliarmente 
nota come un vettore. La concezione del vettore sarebbe tuttavia in 
molti casi laboriosa. Ma il vettore @ completamente determinato dal 
suo punto terminale, ad ogni vettore corrisponde uno ed un solo punto 
terminale e ad ogni punto terminale uno ed un solo vettore. Quindi 
si pud astrarre dal vettore ed in pensiero badare solamente al punto 
terminale. Dacché per ogni coppia di valori che noi assegniamo alle 
nostre variabili originali vi 6 un punto, ed un solo, noi possiamo in 
pensiero astrarre da entrambe quelle variabili e dai vettori che esse 
rappresentano, e considerare solamente il punto del quale esse sono 
le coordinate. Cosi la variazione continua delle due quantita, per 
quanto complessa possa essere, 6 rappresentata dal moto di un punto. 
Ora tal moto é molto facile a esser concepito. Noi possiamo considerarlo, 
senza la minima difficolt’, come compiente un numero di rivoluzioni 
attorno a qualche posizione fissa, mentre ]’immaginare le corrispon- 
denti variazioni nelle variabili algebriche stesse, richiederebbe un no- 
tevole sforzo di mente. Cosi, e solamente cost, la bella teoria, prima 
svolta ampiamente da Cauchy, e poi continuata da Riemann, fu 
portata al suo stato attuale di perfezione. 

Un altro esempio del principio in questione, in cui i due sog- 
getti del ragionare sono cosi prossimamente d’una fatta, che non si 
risparmia pensiero, é offerto dal principio di dualité in geometria 
proiettiva. Qui si stabilisce una corrispondenza da uno a uno fra le 
relazioni mutue di punti e rette, col risultato che nel dimostrare una 
proposizione relativa a questi concetti noi contemporaneamente dimo- 
striamo una proposizione correlativa formata dall’originale scambiando 
semplicemente le parole « punto» e « retta». 

Gli argomenti dei quali trattai finora appartengono ad un tempo 
all’algebra ed alla geometria. Invero uno dei grandi risultati dell’in- 
troduzione della interpretazione omologa nella matematica moderna 
é stato di unificare il trattamento dell’algebra e della geometria, ¢ 
quasi di fonderle in un’unica scienza. Ad una larga classe di teoremi 
d’algebra spettano corrispondenti teoremi di geometria, ciascuno di 
una classe provandone uno dell’altra classe. Cosi le due scienze si 
porgono mutuamente aiuto. Nella geometria noi abbiamo una rappre- 
sentazione visibile dei teoremi algebrici; colle operazioni algebriche 
noi raggiungiamo conclusioni geometriche, cui potrebbe essere moltg 
pitt difficile il pervenire col ragionamento diretto. Un esempio raz- 
guardevole ce l’offre l’applicazione geometrica della teoria deg]’inva- 
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rianti. Questi sono forse, fra le sorta di conclusioni algebriche, ]’ultima 
che lo studente, al quale sono mostrati per la prima volta, possa cre- 
dere abbia un’applicazione geometrica, tuttavia ben poco studio basta 
a stabilire un’omologia completa fra essi e la distribuzione di punti 
sopra una linea retta. 

Quest’uso di omologie non segna la sola linea, lungo la quale noi 
siamo proceduti pit. dei nostri predecessori. I] progresso fu possibile 
solo coll’emanciparci da taluni dei concetti dell’antica geometria che 
signoreggiano tuttora nel nostro insegnamento elementare. L’illustra- 
zione che ho gid dato calza qui perfettamente. L’espressione della rela- 
zione di due linee rette a mezzo del moltiplicatore che cambierebbe 
Yuna nell’altra é ora famigliare ad ogni scuolaro,e la relazione stessa 
era famigliare ad Euclide. Ma la relazione ancora pit semplice di una 
retta con un’altra di eguale lunghezza normale ad essa, non fu mai 
immaginata da Euclide, e non ha corso nelle nostre scuole. Perché é 
cosi? Mi sembra che cid derivi dall’idea avita, che la matematica si 
occupa della misura, e che l’obbietto della misura si é di esprimere 
tutte le grandezze in misura ad una dimensione. Quest’idea ha cosi 
completamente informato il linguaggio, che noi ancora estendiamo 1’uso 
della parola « eguale » a tutti i casi di questa specie particolare di 
uguaglianza lineare: noi diciamo che un circolo é uguale al rettangolo 
contornato dal suo raggio e dalla sua semicirconferenza. Noi fummo 
pertanto costretti ad inventare la parola « congruente » per la egua- 


glianza assoluta in ogni punto, o di qualificare l’aggettivo < eguale > 
con <identico » dicendo « identicamente eguale ». Naturalmente non 


vi @ obbiezione di sorta al paragone di grandezze in questa maniera 
riferendole a misura ad una dimensione, 0 col presupporre che il 
cambiamento che una quantita deve subire per essere trasformata nel- 
Yaltra dev’essere espresso da un solo parametro; ma cambiamenti che 
implicano due o pi parametri sono altrettanto importanti quanto quelli 
che ne implicano uno, ed il tentativo di esprimere tutte le relazioni 
metriche riferendole ad un solo parametro ha posto al pensiero tali 
restrizioni, che mi sembra appropriato l’applicare il termine emancipa- 
zione al nostro atto di liberarci da esse. Per noi la matematica non é 
pit la scienza della quantita. Ma anche se noi consideriamo che 1|’og- 
getto ultimo delle matematiche é@ relazione fra quantita, noi abbiamo 
raccolto un ricco compenso dalla emancipazione, perché coll’uso delle 
nostre pill vaste idee noi siamo in grado di raggiungere nuove con- 
clusioni circa le relazioni metriche. 

Io spero che il mio discorso non sara trovato troppo accademico se 
continuo con qualche ulteriore illustrazione delle omologie dei gruppi. 
Ritornando alle omologie tra linee, invece di prendere due rette fra loro 
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ad angolo retto, consideriamone due facenti un angolo di 10°. Come gia 
si notd, questa relazione é omologa con un operatore che faccia girare 
una sola retta di quell’angolo. Se noi ripetiamo continuamente questa 
operazione, noi porteremo la retta in trentacinque posizioni differenti, 
la posizione trentaseiesima sara identica con quella originale. Cosi in 
tutto noi avremo trentasei posizioni, espresse da quel numero di rette 
uscenti da un unico centro e facenti fra di loro angoli di 10°. Ora 
immaginiamoci trentasei operatori, la cui funzione sia di girare una 
retta, non importa quale, successivamente di 10°, 20°, 30°, ecc., fino 
a 360°, l’ultimo essendo equivalente ad un operatore che fa semplice- 
mente niente. Questi trentasei operatori formeranno un gruppo, che 
noi sappiamo essere strettamente omologo colla moltiplicazione per 
le trentasei espressioni 


e'? ; eviP , ert? rm E36? = e? _— if ; 


ove 9 @ l’arco di 10° in misura circolare. 

Fin qui non considerammo che operazioni formate dalla ripetizione 
continua di una sola; nel linguaggio del soggetto, tutti i nostri gruppi 
sono costrutti da potenze di un solo operatore. Ora estendiamo il 
nostro metodo sostituendo un cubo alla nostra linea retta. Attraverso 
a questo cubo noi abbiamo un asse parallelo a quattro delle sue faccie 
piane. Col girare il cubo attorno a quest’asse di qualsiasi multiplo di 90°, 


noi otteniamo uno scambio di posizione fra quattro delle sue faccie. 
Questo processo di scambio é omologo colla rotazione di 90°, essendo 
in realt’ ad essa equivalente,e quindi é anche omologo alla moltipli- 
cazione per l’unitd immaginaria. Ma vi é anche un/altra omologia. 
Indichiamo con A, B, C, D le 4 faccie del cubo parallele all’asse di 
rotazione. Allora il nostro gruppo di rotazioni sara omologo colle 
potenze di una sostituzione ciclica fra le quattro lettere A, B, C, D. 
S’introduca ora un nuovo operatore, cioé la rotazione attorno ad un 
asse perpendicolare al primo, ma sempre di un arco di 90°. Cid intro- 
duce nel problema un nuovo elemento, e ci permette di mutare il 
cubo da una qualunque posizione ad un’altra qualunque, vale a dire 
di eseguire ogni scambio fra le faccie che sia consistente col loro 
rimanere faccie dello stesso cubo. Qui noi abbiamo una serie di rota- 
zioni, le quali, nel caso del cubo, sono omologhe con certe trasforma- 
zioni lineari che sono state svolte da Klein nel suo bellissimo lavoro 
sull’Icosaedro. 

Ma é anche evidente che nell’introdurre queste rotazioni noi prati- 
camente operiamo con quaternioni, l’operatore essendo il vettore unita. 
Cosi noi abbiamo un’omologia fra certe forme di moltiplicazione di 
quaternioni e trasformazioni lineari involgenti l’unita immaginaria. 
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Di pitt, dacché queste rotazioni sono anche omologhe con sostituzioni 
praticate sopra i sei simboli rappresentanti le sei faccie del cubo, ne 
segue che vi é anche un’omologia fra certi gruppi di sostituzioni e 
certe trasformazioni lineari involgenti due quantita, un numeratore 
ed un denominatore, e moltiplicazioni di quaternioni per vettori unita. 

Io ho preso un cubo come |l’esempio pitt semplice. Evidentemente 
noi possiamo costrurre un maggior numero di gruppi di sostituzioni 
della stessa specie fra le faccie di qualsiasi solido regolare, come Klein 
ha fatto nel lavoro gid citato. La relazione fra le sostituzioni lineari 
cosi trovata e la soluzione delle equazioni algebriche corrispondenti, 
forma uno dei pitt bei rami della nostra matematica moderna. 

L’idea di gruppi di operazioni, quale io cercai di svolgerla, fu in 
questi ultimi anni cosi estesa da coprire una gran parte del campo 
dell’algebra e della geometria. Fra i primi in tale estensione vi fu 
Sophus Lie. Considerata dal punto di vista algebrico, la sua idea, nella 
sua forma pitt semplice, pud essere espressa come segue. Noi abbiamo 
wa certa quantita, # ad esempio. Noi abbiamo anche un’operazione 
qualsiasi che noi possiamo eseguire sopra questa quantita. Sia questa 
operazione dipendente da una certa quantita a che necessariamente 
entra in essa. Come uno degli esempi pitt semplici, noi possiamo am- 
mettere che l’operazione sia quella di aggiungere a ad x. Poiché la 
quantita a pud prendere un’infinité di valori, ne segue che vi saranno 
infinite operazioni appartenenti tutte ad una classe, le quali operazioni 
saranno distinte dal valore particolare di a@ in ogni caso. Cosi noi ope- 
tiamo sopra # con uno di questi operatori, ed otteniamo un certo 
risultato; sia x’. Noi operiamo sopra x’ con un secondo operatore della 
stessa classe, ed otteniamo un secondo risultato, sia «”. Se il risultato 
si & potuto ottenere dalla quantita originale « a mezzo di qualche 
operazione della classe, qualunque sia l’operatore scelto in essa, allora 
(ueste operazioni saranno tali che il prodotto di due di esse sara equi- 
valente all’effettuazione di alcune di esse. Cosi, ripetendole per sempre 
hii non potremo arrivare ad altro che a quello che si otterrebbe 
4 mezzo di qualche operatore. Vediamone un esempio semplice: se 
la nostra operazione consiste nell’addizione di una quantita arbitraria 
al 2, allora noi cambiamo 2 in a’ aggiungendo ad a una certa 
quantita a, ed «' in x", aggiungendovi una certa quantita b. Il risultato 
di queste due addizioni @ lo stesso che se noi avessimo aggiunto da 
principio a+-b. Occorre appena dire che la moltiplicazione di x per 
Ma quantita qualunque sarebbe un altro esempio della stessa specie. 
Veffettuazione di un qualsivoglia numero di moltiplicazioni successive 
pra una quantita é sempre uguale ad una moltiplicazione sola pel 
prodotto di tutti i fattori delle moltiplicazioni separate. 


Rivista di Matematica (settembre 1894). 
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Queste operazioni non sono confinate a quantita singole. Noi possiamo 
considerare che l’operazione sia effettuata sopra un sistema di quantita, 
che sono cosi trasformate in un egual numero di quantita differenti, 
ciascuna di queste nuove quantit’ corrispondendo ad una del primo 
sistema. Se una ripetizione dell’operazione sopra il secondo sistema di 
quantita da origine ad un terzo sistema, che avrebbe potuto derivarsi 
dal primo sistema con un’operazione della stessa classe, allora tutte 
queste operazioni possibili formano un gruppo. 

L’idea di tali sistemi di operazioni non @ punto nuova. Fu sempre 
ovvio, da che si comincid a studiare la teoria generale delle operazioni 
algebriche, che ogni combinazione delle operazioni di addizione, mol- 
tiplicazione e divisione poteva sempre essere ridotta ad un sistema in 
cui fosse solamente necessaria un’unica operazione di divisione — eosi 
come in aritmetica una frazione complessa, qualunque sia Vordine di 
complessiti dei suoi termini, pud sempre essere ridotta ad una sola 
frazione semplice, cioe al rapporto di due intieri, ma non pud in gene- 
rale essere ridotta ad un intiero. Abel fece uso di questo teorema nella 
celebre memoria sulla impossibilité di risolvere l’equazione di quinto 
grado. 

Un altro campo di pensiero matematico, affatto distinto da quello sul 
quale gettammo uno sguardo, pud essere chiamato il paese delle fate 
della geometria. Per fare un matematico si richiede un pitt alto sviluppo 
del suo potere speciale, che non sia dato alla pluraliti degli uomini. 
Quando egli entra in quella terra incantata egli deve, se vuol approfittare 
della buona oceasione, prendere ali che lo porteranno molto oltre i voli, 
ed anche Ja vista dei mortali ordinarii. Al pitt immaginoso di questi, 
un essere racchiuso in una sfera, la cui superficie sia assolutamente 
impenetrabile, sarebbe cosi sicuramente imprigionato che neppure uno 
spirito potrebbe fuggirne, a meno di essere cosi etereo da passare 
attraverso alla sostanza della sfera. Ma lo spirito matematico, nello 
spazio a quattro dimensioni, potrebbe saltar fuori senza toccare nep- 
pure un punto del globo. Prendendo posizione ad una breve distanza 
dalla terra, egli potrebbe col suo telescopio investigare ogni particella 
di essa, dal centro alla superficie, senza aleuna necessitd che la luce 
passi attraverso ogni parte della sostanza della terra. Se fosse abile 
ginnastico, egli potrebbe spiccare un salto mortale e cadere colla destra 
a sinistra, cosi come egli appare ai nostri occhi, se visto per riflessione 
in uno specchio, e cid senza soffrire aleuna distorsione o male di sorta. 
Una linea retta, od una linea che ad ogni nostro esame apparirebbe 
retta, se seguita a lungo sufficientemente, potrebbe ritornare su sé 
stessa. Lo spazio stesso pud avere una delimitazione, o piuttosto, ve 
ne puo essere solo una certa quantita; procediamo innanzi, per sempre, 
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e noi potremmo trovarci sempre ritornanti al punto di partenza. Tutti 
questi risultati, invero, non si ottengono semplicemente in forma di 
scherzo, ma con dimostrazioni geometriche rigorose. 

Le considerazioni che condussero a questa forma di spazio sono 
cosi semplici che esse possono venir delineate senza difficolt’. Quando 
il giovane incomincia lo studio della geometria piana, la sua attenzione 
é diretta intieramente su figure giacenti in un piano. Per lui lo spazio 
ha solo due dimensioni. In un dato punto di una linea retta si pud 
innalzare una sola perpendicolare. Muovendo una linea qualunque 
nel piano, egli pud descrivere una superficie, ma un solido @ affatto 
fuori del suo campo. Egli non pud condurre una linea dall’esterno 
all’interno di un cerchio, senza intersecarlo. Sopra una data base si 
possono costrurre solo due triangoli di lati dati, uno giacente da una 
parte della base, Valtro dall’altra. Quando egli giunge alla geometria 
solida, le sue coneezioni si estendono grandemente. Da un dato punto 
di una retta egli pud condurre tante perpendicolari quante vuole. Se 
egli ha due rette fra loro perpendicolari, egli pud condurne una terza 
che sia perpendicolare ad entrambe. Una superficie piana non é avvinta 
al suo proprio piano, ma pud essere mossa sue gitt cosi da descrivere 
un solido. La caratteristica di questo movimento é che esso costante- 


temente porta ogni parte del piano ad una posizione, che nessuna parte ° 


di esso prima occupava. 

Ora, un principio fondamentale della scienza pura che la liberta 
di fare ipotesi @ illimitata. Non @ necessario di provare che 1] ’ipotesi 
é una realti, prima che ci sia permesso di farla. E legittimo di anti- 
cipare tutte le possibilita. E quindi, pertanto, un esercizio perfetta- 
mente legittimo del pensiero l’immaginare qual sarebbe il ristultato se 
noi in geometria non ci fermassimo alle tre dimensioni, ma costruis- 
simo una maniera di spazio che ne avesse quattro (*). Come il ragazzo, 
ad un certo stadio dei suoi studii, passa dalle due alle tre dimensioni, 
eosi possono i matematici passare con eguale faciliti dalle tre alle 
quattro dimensioni. Egli s’imbatte bensi nella difficolt’ di non poter 
tracciare figure in quattro dimensioni, e le sue facolté sono cosi limitate 
che egli non pud nella sua mente costrurre l’immagine delle cose come 
apparirebbero nello spazio a quattro dimensioni. Ma questa mancanza 
non gl’impedisce di ragionare sul soggetto, ed una delle pitt ovvie 


(*) La liberta delle ipotesi é piena; pero non sara inutile il ricordare ai 
lettori della Rivista che cogli spazi a pid dimensioni si introducono nuovi 
postulati; mentre si perfeziona la Geometria riducendone il numero. Veg- 
gasi vol. I (1891), pag. 66 della Rivista. Nota dell’editore. 
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conclusioni alle quali arriverebbe é questa: Come nello spazio a due 
dimensioni si pud in un dato punto condurre una retta perpendicolare 
ad un’altra, e coll’aggiungere una terza dimensione, una terza retta, 
puod condursi perpendicolare a queste due; cosi con una quarta dimen- 
sione noi possiamo condurre una retta che sia perpendicolare a tutte 
tre. E vero che noi non possiamo immaginare come apparira quella 
retta, 0 dove dovra essere collocata, ma cid @ puramente in causa 
della limitazione delle nostre facolta. Come una superficie descrive un 
solido abbandonando continuamente lo spazio nel quale essa sta al 
momento, cosi un solido a quattro dimensioni sara generato da un moto 
continuo che sia costantemente diretto all’infuori di questo spazio a 
tre dimensioni nel quale il nostro universo sembra esistere. Siccome 
un uomo confinato entro un circolo, pud sfuggirne saltando sopra esso, 
cosi il matematico, se posto dentro una sfera in uno spazio a quattro 
dimensioni, salterebbe semplicemente sopra essa altrettanto facilmente 
di quello che faremmo noi sopra un circolo segnato sul pavimento., 
Aggiungasi allo spazio una quarta dimensione, e vi é luogo per un 
indefinito numero di universi, tutti l'un dopo l’altro, come ve n’é per 
un indefinito numero di fogli di carta quando li poniamo l’un sopra 


l’altro. 

Dal punto di vista delle scienze fisiche, la questione se l’attualita 
di una quarta dimensione possa essere considerata come aminissibile 
é molto interessante. Tutto quello che possiamo dire é che, fin dove 
giunge l’osservazione, tutte le conclusioni legittime sembrano essere 
contro di essa. Nessuna induzione della scienza fisica @ pitt uni- 
versale 0 completa di quella che tre condizioni fissano la posizione di 
un punto. I] fenomeno della luce mostra che nessuna vibrazioue va 
fuori dello spazio a tre dimensioni, neppure nell’etere luminitero. Se 
vi é un altro universo, od un gran numero di altri universi, fuori 
del nostro proprio, noi possiamo unicamente dire {che non abbiamo 
alcuna prova che esercitino sul nostro alcuna influenza. E ben vero 
che quelli che si dilettano a spiegare avvenimenti anomali coll’azione 
di esseri, intorno ai quali d’altronde nulla conosciamo, hanno qui un 
ben facile campo per la loro immaginazione. La questione della sulti- 
cienza delle leggi di natura a chiarire tutti i fenomeni, @ tuttavia 
troppo vasta per essere al presente discussa. A prova della limitatezza 
delle nostre facolt’ in questa direzione, ¢ a notarsi che noi siamo in- 
Capaci a pensare uno spazio a due dimensioni, altrimenti che come 
contenuto in uno spazio a tre. Un puro piano, con niente da ciascuia 
banda, @ per noi inconcepibile. Noi siamo cosi costretti, per quito 
valgono le nostre concezioni, ad accettare tre dimensioni e non di pil. 
Noi abbiamo in questo un risultato legittimo dell’esperienza universale 
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attraverso a tutte le generazioni, che é quello di uno spazio tripla- 
mente esteso. 

Intimamente connessa con cid é l’idea di quello che viene talvolta 
chiamato lo spazio curvo. Confesso che questa espressione non mi piace, 
perche non vedo come lo spazio per sé possa essere considerato come 
curvo. La geometria non é la scienza dello spazio, ma la scienza delle 
figure nello spazio, possedenti le proprieta di estensione e di mobilita 
che noi constatiamo essere comuni a tutti i corpi materiali. La que- 
stione qui sollevata @ molto vecchia, ed in via generale la sua storia 
é famigliare. 

I matematici hanno spesso tentato di costrurre una geometria senza 
l’uso di quello che 6 comunemente chiamato il nono assioma di Euclide, 
che sembra a me meglio espresso quando si dice che in un piano si 
pud condurre una sola retta che debba essere parallela ad un’altra 
retta nel piano, nel senso di non incontrarsi mai in nessuna direzione. 
Tuttavia ogni conato per costrurre una geometria elementare senza 
quest’assioma risultd involgere una fallacia in qualche punto del ragio- 
namento. Questa considerazione condusse Lobatchewsky, ed indipen- 
dentemente da lui, io credo, Gauss, a ricercare, se non potesse venir 
composta una geometria nella quale quest’assioma non fosse valido; 
nella quale, cioe, fosse possibile che avendosi in un piano due rette 
parallele, una potesse girare di un angolo piccolissimo senza perd 
incontrare l’altra in aleuna direzione. La possibilité di cid fu presto 
dimostrata, e si compose cosi un sistema di geometria nel quale la 
somma degli angoli di un triangolo piano potrebbe essere minore di 
due angoli retti. 

Dopo fu introdotta anche l’ipotesi opposta. Si trovd che, date in 
un piano due rette parallele, si potrebbe supporre che esse s’incon- 
trassero da ultimo in entrambe le direzioni. Questa ipotesi potrebbe 
anche essere fatta senza che vi fosse pitt d’un punto d’intersezione, 
ogni retta rientrando in sé stessa. La geometria risultante da queste 
due ipotesi fu ridotta ad un sistema rigoroso da Klein. 

Il predire il futuro della scienza matematica sarebbe un tentativo 
arrischiato. Se lo si facesse, potrebbe sembrare che, in vista degli stra- 
ordinarii lavori dell’intelletto umano che caratterizzano il nostro tempo, 
la via pitt sicura sarebbe di predire grandi scoperte in questo ed in 
tutti i rami della scienza. Si propone talvolta la questione, se non fosse 
ancora possibile che venisse inventato un metodo matematico, che 
fosse sul calcolo infinitesimale un progresso tanto grande, quanto questo 
lo fu sui metodi di Euclide e di Diofanto. In quanto al risolvere i 
problemi che ora ci si parano innanzi, pud darsi che la strada pit 
‘sicura sia quella di rispondere a quella questione colla negativa. Non 
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é egli vero in fisica come in matematica, che le grandi scoperte sono. 
state fatte in direzioni inattese, e che i problemi che affaticavano i nostri, 
avi ancora frustrano i nostri sforzi? Noi dobbiamo certamente ricor- 
dare che la scoperta di cid che non poteva esser fatto fu un elemento 
importante nel progresso. Ad ogni pié sospinto noi c’imbattiamo nella 
ferrea legge della conservazione dell’energia, ‘1 ogni direzione noi 
scorgiamo i limiti del possibile. Le matematiche del ventesimo secolo 
potranno essere molto differenti dalle nostre; forse lo scolaro comincier? 
Valgebra colla teoria dei gruppi di sostituzioni, come egli potrebbe ora 
solo per abitudini ereditate. Ma non ne segue che la nostra _posterita. 
risolverd molti dei problemi che noi non possiamo sciogliere, od in- 
venteri un algoritmo pitt potente del calcolo. 


Oe Ss 

















Sulla parte VI del Formulario. 


1. La parte VI del Formulario & dedicata alla teoria degli 
aggregati: (Mannichfaltigkeitslehre, théorie des ensembles). Di questa 
teoria, nata da poco pitt di un ventennio, io ho esposto succintamente 
i principi in un lavoro intitolato: Notice historique sur la théorie des 
ensembles (Bibl. math., T. 6, 1892, p. 8-25), al quale potra ricorrere 
chi voglia farsi un’idea sommaria dell’argomento. 

Delle molte denominazioni nuove che compaiono nella teoria degli 
aggregati, pareechie furono definite nella raccolta di formole, mentre 
furono omesse quelle la cui introduzione non avrebbe portato aleun van- 
taggio nella rappresentazione coi segni della logica. Tali sono: 

Condensato in tutto un campo. — Un insieme wu di punti posti in 
uno spazio ad m dimensioni dicesi condensato (tiberalldicht, condense) 
in tutto un campo A, quando in qualunque intorno di ogni punto 
di questo campo esistono punti di w; allora Du comprende lintero 
campo A. 





we condensato in un campo A.=.AoDu. 
Chiuso. — Un insieme dicesi chiuso (abgeschlossen, fermé) se com- 
prende il suo derivato. 
wechiuso.=.Duou. 
Condensato in sé. — Un insieme dicesi condensato in sé (insichdicht, 
condensé en sot) se & contenuto nel suo derivato. 
wecondensato in se. —.wo Du. 
Perfetto. — Un insieme dicesi perfetto (perfect, parfait) se & iden- 
tico al suo derivato. 
we perfetto. = .Du=u. 
Isolato. — Un insieme dicesi ésolato (tsolirt, isolé) se non ha ele- 
menti comuni col suo derivato. 


weisolato. = .unDu=a. 





Separato. — Un insieme dicesi separato (separirt, séparé) se non 
contiene aleun insieme parziale condensato in sé. 


weseparato.=:v0UuU.vdODv.=vA. 
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2. Senza parlare di quelle parti della teoria che sono pitt cono- 
sciute, dird qualche cosa intorno alle classi ordinate ed ai numeri 
trasfiniti (*). 

Una classe w di enti qualsiasi dicesi ordinata (we Kord) quando, 
dati due elementi diversi x, y di uw, & stabilito quale di essi precede 
Valtro. L’espressione precede (o @ seqguito da\ pud rappresentarsi col 
simbolo S; e la frase: « # precede y» si scrive allora Sy. A questo 
concetto di precedenza o d’ordine non occorre attribuire un significato 
speciale (*); basta che esso soddisfaccia certe relazioni, e cioe : 

a) Di due elementi diversi di una classe ordinata, uno ed uno 
solo precede l’altro: 





LHy.yor.=A. (a) 
b) Se x precede y ed y precede z, x precede 2: 
e8y.y8z.0.x282. (@) 


Pertanto ¢ impossibile dare del simbolo S una vera definizione lo- 
gica sotto la forma: 
23'S) eno 


dove il secondo membro non dovrebbe contenere S$; ed é legittimo in- 
trodurlo senz’altro nelle formole, purché sieno espresse la prima volta, 
e sottintese ogni altra, le relazioni («) e (%). Ogniqualvolta pero si 
specializzi il significato di S, si dovré darne una definizione precisa; 
cosi p. es. se, essendo data una classe di grandezze reali, la intende- 


(') Su questo argomento il prof. BuRALI-FortI ha pubblicato ultimamente 
un lavoro (Sulle classi ordinate et numeri transfiniti, Rend. del Cire. 
Mat. di Palermo, T. VIII, 1891, p. 169-179), dove si @ proposto in puar- 
ticolare di tradurre nei simboli della logica il concetto di classe ordinata. 
Egli definisce una classe ordinata come una coppia (u, ~) 0 um, costituita 
da una classe uw e da un criterio ordinatore «, in virti del quale a ciascun 
elemento w di uw sono assegnati come seguenti gli elementi aa della classe 
stessa. I] modo di vedere adottato dal signor BuraLi-Fortr é forse prefe- 
ribile a quello seguito in questo articolo perché, almeno nella forma, pill 
generale e pit filosofico, figurando in esso scissi i due elementi che concorrono 
a costituire una classe ordinata; pero non ne differisce essenzialmente, ed 
inoltre esige l’introduzione d’un maggior numero di nuovi concetti e simboli. 
Anche 1a l’idea d’ordine (sotto l’aspetto di criterio ordinatore) entra nella 
trattazione senza essere previamente analizzata, e cid conferma indiretta- 
mente quanto si dira pid innanzi intorno alla irréducibilita di tale idea 
rispetto ai mezzi di cui dispone la logica matematica. 

(*) Si confrontino i principi della teoria delle grandezze. 
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remo ordinata per modo che le grandezze minori precedano le mag- 
giori, la S sara definita da: 


eiy.—.a2<y. (y) 


Corrispondenza ordinata (ford) é una corrispondenza biunivoca fre 
2 classi ordinate, tale che gli elementi d’una classe si trovino nello 
stesso ordine di precedenza dei loro corrispondenti dell’altra. 


3. Un easo speciale delle classi ordinate sono le classi ben ordi- 
nate (Kbord), le quali possiedono le proprieté seguenti: di avere un 
primo elemento, e che per ogni elemento ne esiste uno immediatamente 
successivo ; cioe: 


VEe(MEWSYEU.YSHL.=yA).-=—A 


LEU.Or YEU. LSYy.ze(Zeu.eSz2.z28y)—Ai-=yA. 


Se fra gli elementi di due classi ben ordinate pud stabilirsi una 
corrispondenza ordinata, si dice che esse hanno lo stesso numero trasfi- 
nito (Ntrasf). Se due classi ben ordinate w, wv non hanno lo stesso 
numero trasfinito, pud sempre determinarsi una classe ben ordinata w 
contenuta in una di esse, p. es. v, e avente lo stesso numero trasfinito 
dell’altra w. Si dice allora che il numero trasfinito di v & maggiore di 
quello di w, o che questo ¢ méinore di quello. I numeri trasfiniti for- 
mano quindi una classe di grandezze ad una dimensione. 

Si pud convenire di denotare con m (essendo m un numero naturale) 
il numero trasfinito della classe ben ordinata 0, 1, 2,..., m—1; al- 
lora la classe dei numeri trasfiniti comprende tutti i numeri naturali. 
Ogni classe formata d’un numero finito m di elementi, in qualunque 
modo si ponga sotto forma di una classe ordinata, costituisce una classe 
ben ordinata, il cui numero trasfinito 6 m. Segue da cid che i numeri 
trasfiniti delle classi ben ordinate contenenti infiniti elementi sono di- 
versi da 1, 2, ...; ed @ facile anche stabilire che sono maggiori di 
questi. La classe dei numeri trasfiniti pud porsi sotto forma di una 
classe ordinata, colla condizione (¥); come questa sia una classe ben 
ordinata, si vedra pitt innanzi. 


4. Prima della definizione formale testé esposta dei numeri trasfi- 
niti, il Cantor ne aveva data un’altra reale, o meglio gencetica. 

Sia wu un aggregato di punti posti in uno spazio ad un numero 
qualunque di dimensioni; é noto che dei vari derivati Du, Du, D°u,... 
ciascuno contiene tutti i seguenti. 

Se v’ha un insieme di punti contenuto in tutti questi derivati, esso 


9 


potra denotarsi con D”u , e i suoi derivati con D®**w, D®**u, ... 
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Parimenti se tutti questi hanno una parte comune, essa potra denotarsi 
con D®*w, ecc. Per tal modo viene costituita una serie indefinita di 
simboli: 


5 ‘ 2 2 xD 
0,1,2,....W, W-+1 , W+2,...,0 . 2,0. 2+1,,...,07, w*-+1,...,0%,..., (8) 


la quale é evidentemente una classe ben ordinata. I simboli di cui essa 
si compone si ottengono in due modi: o si aggiunge un’unita ad un 
simbolo gid noto (p. es. w+ 1, w+2, w*+1, ecc.), oppure si crea 
un nuovo simbolo che deve succedere a tutti i simboli gid definiti 
(p. 68S. W, W.2, w*, w%, ecc.). Questi due modi costituiscono i due 
principi di formazione (Erzeugungsprincipe) dei numeri trasfiniti. 
Convenendo di chiamare un numero trasfinito maggiore 0 minore di 
un altro secondoché esso lo segue o lo precede nella serie (%), i due 
principi possono rappresentarsi cosi : 
1. «¢Ntrasf.o.«+ 12 Ntrasf. 
2. weKNtrasf.maxw=—Aa.0.a¢(@eU.0n.a>@:: Be N trasf. 


Bet ete.de.8 > 2. —=gaje Ntrasf. 


L’aggregato di tutti i numeri trasfiniti formati mediante w ed i 
numeri naturali ha la prima potenza; per ottenere aggregati aventi po- 
tenza maggiore, occorre introdurre altri nuovi simboli. I] primo di questi, 
dopo w, @ Q, il quale si definisce come il pitt piccolo numero trasfi- 
nito maggiore di tutti quelli costruiti mediante w ed i numeri naturali. 
Se si indica in generale con Y, la classe ben ordinata costituita da 
tutti i numeri trasfiniti non maggiori di « disposti in ordine crescente 
di grandezza, laggregato Yo (dove pel momento si astrae dal fatto che 


esso sia una classe ben ordinata) ha la potenza 2, mentre l’aggregato 
Y,, dove « & un numero trasfinito qualunque minore di 2, ha la po- 
tenza 1. In generale l’introduzione d’un simbolo del tutto nuovo (cioe non 
composto mediante quelli gid definiti) deve farsi sempre e soltanto quando 
Vinsieme di tutti i numeri trasfiniti gia definiti ha raggiunto una po- 
tenza maggiore di quella dell’insieme di tutti i numeri trasfiniti non 
maggiori di uno qualunque dei numeri gia definiti; cioe un simbolo 
del tutto nuovo 4 deve soddisfare alla seguente condizione : 


ae N trasf.a<A.0,.Ne‘ Y, >Ne‘ Y,. 


In cid consiste il principio d’arresto o di limitazione (Hemmungs- 
odzr Beschrdnkungsprincip). 

Se A, » sono due simboli del tutto nuovi, di cui il 2° é maggiore 
del 1°, ese fra 4 e » non ve ne sono altri della stessa natura, l’insieme 
dei numeri trasfiniti ~ 4 e <yp si dice costituire una classe di numeri 














trasfiniti. La classe I contiene i numeri naturali; la classe II i numeri 
formati mediante w ed i numeri naturali; etc. Una classe di numeri 
trasfiniti ¢ caratterizzata da cid che, qualunque sia il suo elemento a, 
Yinsieme dei numeri trasfiniti non maggiori di « ha una stessa po- 
tenza. Cioe: 


wueuna classe di Ntrasf.=..a,682u.0, B. Y,02 Yo:aceu.Be 


(Ntrasf- WU) Oy 8 « Fyg= co FQ. 


Il numero trasfinito della classe ben ordinata Y,-% ¢ a. 
Se si ha una classe ben ordinata w, il suo numero trasfinito ¢ quel 
numero « tale che trawed Y,-«% si possa stabilire una corrispondenza 


ordinata. 


5. Se tra gli elementi di due classi ordinate pud stabilirsi una 
corrispondenza ordinata, si dice che esse appartengono ad uno stesso 
tipo (Ordnungstypus) ad una dimensione. 

Abbiasi una classe, i cui elementi possano venire ordinati secondo 
n punti di vista differenti, 0, come pud dirsi, secondo n dimensioné (*). 
Una classe di tale natura (classe ordinata secondo n dimensioni, n-fach 
geordnete Menge) pud rappresentarsi mediante un insieme di numeri 
complessi d’ordine x (*), le cui coordinate possono ritenersi ordinate 
secondo la loro grandezza crescente o secondo qualunque altro criterio. 
Se due classi ordinate secondo » dimensioni sono tali che la classe or- 
dinata costituita dalle coordinate i-esime degli elementi della prima é 
dello stesso tipo della classe corrispondente della seconda, e cid per 
qualunque valore di ¢ da 1 ad 7, si dice che le due classi apparten- 
gono ad uno stesso tipo ad n dimensioni. 

I tipi ad x dimensioni sono grandezze, per le quali possono definirsi 
le operazioni di addizione e moltiplicazione. La loro teoria non é stata 
ancora studiata se non limitatamente ai tipi finiti, a cui si riferiscono 
inn. XLIX, LI e LV della Lista bibliografica. 

I numeri trasfiniti rientrano come caso particolare nella classe dei 
tipi; essi sono é tipi ad una dimensione delle classi ben ordinate. 


G. VIVANTI. 





(‘) Cosi p. es. un pezzo di musica é un insieme di note, Je quali si pos- 
Sono classificare, ossia ordinare, secondo 4 direzioni, cioe secondo il tempo, 
il valore, intensita e Valtezza. 

(*) Su questi numeri vedi Peano, Lezioné di analisi injfinitesimale, 
Torino 1893, Vol. II, pag. 1 e segg. 





ial Sg 


SSS Te 


— 140 — 


LISTA DELLE ABBREVIAZIONI. 


Connex Connesso (§ 1, 22). 


Contin Continuo (§ 1, 24). 

ford Corrispondenza ordinata (§ 2, 8). 

(vfu)simeont Corrispondenza biunivoca continua tra le classi continue 
“uev (*). 

Kbord Classe ben ordinata (§ 2, 9). 

Kord Classe ordinata (§ 2, 7). 

Kord,, Classe ordinata secondo x dimensioni (§ 2, 38). 

Nalg Numero algebrico (§ 1, 8). 

Ne Numero cardinale (§ 2, 1 e 2). 

Ntrasf Numero trasfinito (§ 2, 10 e 11). 

S Seguito da ... (§ 2, 7) (**). 

Ty, Tipo ordinato ad una dimensione (§ 2, 39). 

Ty,, > ad n dimensioni (§ 2, 40 e 41). 

if Classe ben ordinata formata dai numeri naturali non nega- 


tivi e non maggiori di m, disposti in ordine crescente 
di grandezza (§ 2, 16). 

T., Classe ben ordinata formata dai numeri trasfiniti (incluso 
lo zero) non maggiori del numero trasfinito «, disposti 
in ordine crescente di grandezza (§ 2, 21). 

®(m,n) Numero dei tipi ordinati ad » dimensioni di m elementi 
(§ 2, 47). 


w Il pit piccolo Ntrasf maggiore di tutti i numeri 1, 2, 3, 
at g Hg oo | 2B, BO). 

Q I] pit piccolo Ntrasf maggiore di tutti i numer: della classe 
II (§ 2, 37). 

II Classe II di Ntrasf (§ 2, 27). 

c fquivalente, avente la stessa potenza (§ 2, 1). 


(*) Il concetto di corrispondenza o funzione continua verra definito in 
simboli a proposito della teoria delle funzioni. 

(**) Quando in una medesima formola compaiono pit classi ordinate, oc- 
corre indicare a quale di esse si considerino come appartenenti i due sim- 
boli separati dal segno S; cid si denota apponendo a questo segno come 
indice il simbolo rappresentante quella classe. Cosi 7 Su y significa: a precede 
y nella classe ordinata wu. 
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Prof. A. STERZA. — Aritmetica razionale per il ginnasio superiore. — 
Mantova, Mondovi 1893, 173 pagine in-8°. 


Sebbene questa operetta si proponga come scopo principale lo svol- 
gimento del programma governativo di aritmetica pel ginnasio superiore, 
Yautore di essa ha tuttavia creduto opportuno di toccare alcune nozioni 
pii' elevate, .ritenendo — e a nostro avviso giustamente — che cid 
valga a rendere nei discenti pitt profonda e completa la conoscenza 
delle parti elementari, e pitt facile il successivo apprendimento delle 
teorie superiori. Cosi speciali capitoli sono dedicati ai sistemi di nume- 
razione considerati in generale (p. 10 e segg.), alla teoria dei numeri 
pertetti e dei numeri amicabili (p. 87 e segg.), alle congruenze (p. 95 
e segg.), alle frazioni continue (p. 138 e segg.). Allo stesso concetto 
sono doyute le considerazioni introduttorie sulle idee di qualita e di 
quantita, da cui si deducono rispettivamente quelle di omogeneita e di 
grandezza (p. 5 e segg.), le osservazioni sulla relativita delle grandezze 
matematiche (p. 7 e segg.), le riflessioni sulle operazioni (p. 57-58), 
infine le numerose note storico-biografiche (pp. 5, 6, 8, 11, 17, 18, 21, 
23, 24, 47, 79, 87, 96, 148) che danno brevi ma esatte notizie sugli 
scienziati antichi e moderni menzionati nel testo. Tutto cid da al libro 
un carattere assai pitt scientifico e meno scolastico di quello della maggior 
parte delle opere congeneri, e fa di esso, pitt che un semplice libro di 
testo, una vera introduzione a studi pit elevati. Di questo va data lode 
sincera all’autore, il quale ha cosi mostrato col fatto come non sia punto 
impossibile fare intravvedere ai giovanetti orizzonti pit vasti di quelli 
che delimitano i programmi governativi, senza abbandonare per questo 
la maggiore semplicita ed elementarita di forma. Ed @ veramente da 
augurarsi che l’indirizzo seguito dal prof. Sterza venga generalmente 
adottato nelle scuole secondarie, e massime nelle scuole classiche, dove 
Vistruzione, insieme allo scopo di fornire ai giovanetti un certo complesso 
di nozioni positive, ha quello di dar loro una buona coltura generale 
e di predisporne la mente a pit alti studi letterari e scientifici. 

Ne] riconoscere come l’ordine, la chiarezza ed il rigore sieno in 
generale mantenuti in tutto il corso del libro, non possiamo pero tacere 
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aleune osservazioni di dettaglio. — A p. 10 l’autore definisce 1]’egua- 
glianza come « l’espressione indicata di due quantita uguali », senza 
dire che cosa s’intenda per quantita uguali. Nel definire Ja sottrazione 
(p. 27) non viene osservato che tale operazione @ possibile (nel campo 
dei numeri naturali) solo quando il] diminutore é@ pitt piccolo del di- 
minuendo; e tale omissione conduce appunto 1’Autore a scrivere egua- 
glianze come questa: 8 —9—8— (8+1)=— 8 — 8 —1 > —1, le quali 
non hanno significato se non dopoché si siano estese, per convenzione, 
le leggi formali delle operazioni ai numeri negativi. A p. 83 viene 
invocato un teorema (se a divide bc ed @ primo con b, esso divide c) 
di cui si cercherebbe inutilmente nelle pagine precedenti, nonché la 
dimostrazione, anche ]’enunciato. A p. 130 manca una dimostrazione 
esplicita del teorema fondamentale della teoria delle frazioni periodiche. 
Finalmente i numerosi esercizi (pitt di 200) che chiudono il volume 
sembrano messi insieme con una certa fretta, giacché, oltre a parecchie 
ripetizioni (cfr. i NN. 51 e 55, 101 e 112, 106 e 111, N. 89 e p. 7 
1, 6, N. 81 e p. 76 1. 18), vi si riscontra una grande ineguaglianza 
nel grado di difficolta, di guisa che accanto a problemi di una sem- 
plicit’ estrema se ne trovano altri che riteniamo affatto inaccessibili ad 
allievi del ginnasio. 

Queste poche mende non sono pero tali da intaceare il pregio in- 
trinseco de] libro, e se vi abbiamo insistito ¢ soltanto pel desiderio che 
l’Autore voglia farle sparire in una nuova edizione, che ci auguriamo 
prossima. 


Mantova, 3 giugno 1894. 


G. VIVANTI. 
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C. Buraui-Forti1. — Logica matematica, 1894 (Hoepli, Milano). (*) 


La pubblicazione di questo Manuale viene a proposito per ofifrire 
ai non pochi che ora s’interessano ai progressi della Logica matematica 
il mezzo di farsi facilmente un concetto dello stato attuale di questa 
disciplina che va sempre pit acquistando diritto di cittadinanza fra le 
scienze matematiche. Anche chi si trovasse affatto digiuno della ma- 
teria pud trovare nei primi capitoli del libro de] Burali tutto cid che 
gli abbisogna per porsi in grado di passare con Jui in rassegna i prin- 
cipali metodi e aleune tra le pitt interessanti applicazioni del Calcolo 
logico. 

L’A. comincia coll’esporre ordinatamente deducendole da undici 
ammissioni fondamentali le proprieta del segno di deduzione (0), quelle 
della somma e del prodotto logico di proposizioni, quelle della nega- 
zione, tutte le regole infine di qualche importanza che si riferiscono 
alle operazioni sulle proposizioni. 

L’utilit’ del caleolo simbolico per la deduzione e trasformazione 
delle proposizioni viene messo in luce da un’opportuna scelta di esempi 
e applicazioni tratte in massima parte dall’aritmetica e dalla teoria dei 
numeri. 

Procedendo innanzi l’A. prende ad esporre la teoria delle proposi- 
zioni condizionali e delle classi che esse determinano. Tale teoria viene 
assogeettata ad una trattazione accurata e dettagliata come richiede 
Vimportanza dell’argomento troppo trascurato negli ordinari trattati 
di Jogica matematica. Il sistema di notazione e il procedimento sono 
quelli seguiti dal prof. Peano nelle sue varie pubblicazioni su questo 
soggetto. 

L’A. chiarisce anzitutto il concetto di proposizione condizionale che 
egli definisce come una proposizione contenente una o pitt lettere in- 
determinate, intendendo per lettera indeterminata una lettera (o altro. 
Ssegno qualunque) che sta per rappresentare non un determinato in- 
dividuo od oggetto, ma bensi un individuo od oggetto da scegliere 
ad arbitrio tra quelli per cui la proposizione ha un significato. Una 


(*) Vedasi El Progreso Matemdatico, (894, pag. 223. 
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proposizione condizionale, contenente per es. la lettera indeterminata 
x, non & per sé né vera né falsa; essa serve a definire o delimitare 
una Classe, la classe ciot formata dagli oggetti o individui tali che, 
ponendo al posto di # un segno che li rappresenti, danno luogo a una 
proposizione vera, allo stesso modo come una equazione (che é appunto 
una proposizione condizionale di forma speciale) pud servire a deter- 
minare i valori dell’incognita pei quali essa @ soddisfatta. 

Per indicare le relazioni tra classi definite per mezzo di proposizioni 
condizionali, in cui entri per esempio la lettera indeterminata x, 1’A. 
introduce il segno 0,- (e il corrispondente ==,-) che posto tra due tali 
proposizioni serve ad indicare l’inclusione della classe definita dalla 
prima proposizione in quella definita dalla seconda. 

Passa quindi a studiare il tipo pit semplice di proposizioni condi- 
zionali, quelle della forma w2a, ove a rappresenta una Classe comunque 
definita e il segno < sta per indicare che lVindividuo che si intende 
designato dal segno w, appartiene alla classe a. Invece di scrivere 
eed.or.x2eb (ove ae b sono due classi) ]’A. conviene di scrivere 
aob, osservando che con cid non si da luogo ad ambiguit&i non 
essendosi ancora attribuito alcun significato al segno 0 allorquando 
compaia tra due segni rappresentanti delle classi. Giustifica tale nuova 
convenzione démostrande che il segno 0 tra due classi si trova soggetto 
alle stesse regole di calcolo del segno 0 tra proposizioni. 

Introduce quindi il segno «# che messo davanti a proposizioni con- 
tenenti una lettera indeterminata # serve a designare le classi che esse 
rispettivamente deliniscono. Per denotare le classi we (wea,xebd), 


we(mza osreb), x2(a—ea) mostra )’A. come sia opportuno scrivere 
pitt semplicemente ab, asb, —ae cid per le stesse ragioni accen- 
nate pel caso del segno 0. 

L’A. passa poi ad estendere le nozioni e convenzioni introdotte al 
caso di proposizioni contenenti pitt lettere indeterminate; riassume la 
teoria del Sillogismo e analizza il metodo di dimostrazione per riduzione 
all’assurdo indicando le precauzioni di cui si deve far uso nell’ado- 
perarlo. 

Segue un’appendice destinata a discutere aleune questioni la cui 
trattazioue non avrebbe potuto trovar posto conveniente nella parte 
destinata all’esposizione sistematica della teoria. Vi si tratta anzitutto 
del principio Winduzione completa di cui si fa tanto uso in tutti i 
rami della maicimatica. Vengono poi esposte e chiarite con esempi le 
notazioni che si riferiscono al concetto di funzione, alle varie specie 
di corrispondenze, all’inversione delle funzioni, ece. 


L’A. passa poi a parlare delle definizioni di cui distingue quattro 
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specie. Con quelle di prima specie si conviene di attribuire a un nuovo 
segno 0 aggregato di segni di cui si vuol far uso, lo stesso significato 
che abbiamo attribuito a un altro segno 0 aggregato di segni non con- 
tenente lettere indeterminate. Quando i due aggregati di segni con- 
tengono una (0 pitt) lettere indeterminate, delle lettere, cioe, che stiano 
per rappresentare uno qualunque tra gli individui d’una data classe, 
si ha la definizione di seconda specie. Tra queste sono a notare le de- 
finiziont induttive, specialmente importanti in matematica. 

E infine suscettibili esclusivamente di applicazioni matematiche 
sono le due ultime specie di definizione, a cui ]’Autore da rispettiva- 
mente il nome di «definiziont di un ente in sé stesso» e « definizionté 
per astrazione ». Malgrado il frequente uso dei procedimenti che le 
costituiscono, questi non furono mai, per quanto é a mia cognizione, 
distinti e formulati in termini generali in nessun trattato di logica 
matematica. 

Le « definizioni di un ente in sé stesso » si hanno allorquando una 
classe viene ad essere caratterizzata semplicemente coll’attribuire agli 
individui che la compongono delle proprieta tali che, in conseguenza 
di esse, si possano stabilire tra gli enti stessi delle relazioni e delle 
operazioni per le quali sussistano delle determinate regole di calcolo. 
Del modo con cui queste regole di calcolo possono venir dedotte dalle 
proprieta’ primitive attribuite per definizione agli enti in questione ]’A. 
da un esempio analizzando i principi dell’aritmetica col metodo seguito 
dal prof. Peano (Arithmetices principia). E pure con definizioni di 
questa specie che vien caratterizzato il concetto di grandezza e ven- 
gono distinte le varie specie di grandezze nell’opera del prof. R. Bettazzi 
sulla Teoria delle grandezze. Queste definizioni si presentano spesso 
sotto la forma di postulati, coi quali veniamo a introdurre o foggiare 
(erschaffen) nuovi enti di cui pud esserci utile indagare le proprieta. 

Finalmente le definizioni di quarta specie si hanno quando, data 
una proposizione condizionale p,,, , contenente due lettere indeterminate 
xz, y (o due gruppi di lettere indeterminate) si ritiene opportuno in- 
trodurre un nuovo segno di funzione, per es. 9, e un nuovo segno di 
relazione, per es. «, convenendo che la scrittura (9 x7) «(9 y) abbia lo 
stesso significato della proposizione p.-, . Con questa convenzione, che 
in sostanza equivale a una definizione di seconda specie, vengono a 
esser definite una funzione e una relazione delle quali, in conseguenza 
appunto della loro definizione, si possono dimostrare certe proprieta 
fondamentali, corrispondenti alle proprieta della proposizione p.-, . 
Quindi precisamente come nel caso delle definizioni di terza specie, si 
rende possibile la deduzione d’un sistema di regole di calcolo che per- 
mette di giungere poi con maggior semplicita e con un procedimento 


| at 


Rivista di Matematica (ottcbre 1894). 
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quasi meccanico, a dei risultati a cui solo con difficolt’ e per mezzo 
di ragionamenti complicati si sarebbe arrivati, senza il potente sussidio 
del linguaggio simbolico. 

Giova notare che questo modo di procedere é tanto pitt conveniente, 
quanto meno le propriet& delle operazioni e relazioni che con esso si 
vengono a definire si scostano dalle proprieta di altre operazioni e re- 
lazioni gid note, e sulle quali esiste gid un Algebra che ci é famigliare, 
E da questa avvertenza che ripete la sua importanza la regola a cui 
accenna 1’A. sotto il nome di legge formale o principio della conser- 
vazione delle proprietd dei segni (Permanenz Princip dell’Hankel) (*), 

L’A. considera in modo speciale il caso particolare delle definizioni 
cosidette per astrazione, le quali sono possibili quando la proposizione 
px, tale che la corrispondente relazione % viene a godere delle note 
propricta caratteristiche dell’uguaglianza. L’A. esemplifica una tale 
estensione del significato del segno = analizzando prima il concetto 
di eguaglianza tra numeri razionali, poi tra numeri reali, e mostra 
come partendo dalla nozione elementare di numero intero, si giunga, 
seguendo sempre sostanzialmente lo stesso processo di generalizzazione, 
al coneetto pitt generale di quantita. 

Nell’ultimo ecapitolo 1’A. prende in considerazione le difticolt& che 
si presentano nelle questioni del seguente tipo: Data una classe di enti 
che goda di determinate proprieta (0 supposte o sperimentalmente ve- 
riticabili) seegliere fra tali proprieti quelle che possono servire per 
dare di questa classe una definizione di terza specie, dalla quale si 
possano poi dedurre per mezzo di dimostrazioni tutte le proprieta degli 
enti stessi. Perché tale definizione sia la pitt semplice possibile, ¢ ne- 
cessario che le propriet’ che con esse si attribuiscono agli enti studiati 
siano éndipendenti tra loro, non ve ne sia, cioe, tra esse aleuna che 
si possa dedurre dalle altre. I metodi da seguire per accertarsi di cid 
danno luogo ad aleune delle pitt interessanti applicazioni della Logica 
matematica e ]’A. ne presenta qualche saggio. 

Ii nome dell’Editore mi dispensa dall’oceuparmi di cid che riguarda 
la parte tipografica. 


Crema, 20 agosto 1894. 
G. VAILATI. 


\ questa denominazione lo ScnuBERTH, in un suo recente articolo sul 
giornale americano The Monist (Chicago, July, 1894), propone si sostituisca 
Valtra pill significante di principio deli’esclusione delle eccezioni (principle 
of no exception). 
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Sulla definizione d’equivalenza in Geometria 


di S. Sprana a Pistoia. 


Nei trattati moderni di Geometria elementare, si suole svolgere la 
teoria dell’equivalenza dei poligoni, e quella dei prismi, partendo dalla 
definizione: due poligoni, 0 due prismi, sono equivalenti se possono 
decomporsi in egual numero di parti rispettivamente eguali; mentre 
Yequivalenza fra la superficie d’un cerchio e quella d’un triangolo, fra 
due piramidi e in generale fra due solidi, si dice che ha luogo quando 
essi sicno limiti di due grandezze variabili, che, nei loro stati corri- 
spondenti, sono composte d’egual numero di parti rispettivamente 
eguali (*). 

Ora, sebbene non si lasci di far notare, quando si stabilisce questa 
seconda definizione, che la medesima non contraddice alla prima e che 
anzi ne © un’estensione, sta il fatto che le due definizioni son ben dif- 
ferenti, geometricamente, Yuna dall’altra, mentre il concetto fondamen- 
tale, intuitivo, che si vuole con le medesime esprimere @ uno solo, 
quello dell’eguaglianza d’estensione, lo stesso per tutte le superficie e 
per tutti i solidi. 

Per questa ragione, che riguarda l’uniformita del metodo, e per 
un’altra che dird in seguito, sarei per proporre di ridurre le due de- 
finizioni a una sola e precisamente alla seguente: 

Due superficie piane, o due solidi, si diranno equivalenti quando 

possano decomporsi in modo che ad ogni parte dell’una corrisponda 

« una parte eguale, ed una sola, nell’altra,e ad ogni parte di questa, 
« una, ed una sola, eguale nella prima. » 


(*) Queste due definizioni comparvero la prima volta nel Calcolo Infi- 
nitesimale del DUHAMEL. Gli enunciati diversi dati alla seconda dal DE-PAoLIsS 
e dal Farrorer non ne hanno mutato il significato. 

L’equivalenza fra una superficie curva (cilindrica, conica, sferica) e un 
polig no, + stabilita mediante definizioni spectalé che non hanno nulla che 
fare con quelle generali sovracitate. 
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Per rendere perd accettabile la mia proposta, dovrd dimostrare che 
la nuova definizione coincide colla prima delle due citate, quando la 
si applica ai poligoni o ai prismi, e coincide colla seconda quando la 
si applica alle altre superficie piane e agli altri solidi. 

Intanto premettiamo che siccome essa differisce da quella comune- 
mente usata per i poligoni e peri prismi, soltanto perché non esclude 
il caso che il numero delle parti uguali possa essere anche infinito, é 
evidente che tutte le proposizioni stabilite sull’equivalenza e sulla non- 
equivalenza di queste medesime grandezze continueranno a sussistere 
anche rispetto alla nuova definizione. 

Fra queste proposizioni giova rammentare le due fondamentali: 

Una parte di grandezza non pud essere equivalente all’intera; 

Se due grandezze A e B sono equivalenti a una stessa C sono 
equivalenti fra loro; 
e far rilevare, che la prima di esse, se si vuole assumere come postu- 
lato, non perde nulla della sua evidenza (*), e che l’altra, collo stesso 
ragionamento che suol farsi nell’ipotesi di un numero finito di parti, 
rimane dimostrata anche nell’ipotesi che il numero delle parti di A e 
C sia finito e quello di B e C sia infinito, come anche nell’ipotesi (per 
il nostro scopo inutile) che sia infinito l’uno e Valtro di questi due 
numeri. 

Cid premesso, sieno A e B due poligoni decomponibili in parti eguali 
in numero infinito; dico che essi si potranno decomporre in parti uguali 
anche in numero finito. Infatti, se s’immagina di trasformarli in due 


(*) Pei poligoni questa proposizione, com’é noto ai lettori della Rivista, 
é stata dimostrata dal GREMIGNI nella nuova edizione (1893) dell’Huclide, 
1. I, deducendola dall’altra: (prop. E) « Se due poligoni sono eguali ed 
hanno una parte comune, la rimanente parte dell’uno 6 equivalente alla 
rimanente parte dell’altro ». 

Ma disgraziatamente, la dimostrazione rigorosa e generale di quest’ul- 
timo teorema é tutt’altro che semplice e facile a essere chiaramente intesa 
(v. l’articolo dello stesso GREMIGNI contenuto nel fascicolo maggio-giugno 
1894 del Periodico di Matematica di Roma). E siccome la difficolta sta prin- 
cipalmente ne! dimostrare che il numero delle parti eguali, in cui si possono 
scomporre le parti non comuni dei due poligoni eguali, é sempre finito, 
qualeuno potrebbe credere che una volta tolta dalla definizione d’equivalenza 
la restrizione sul numero delle parti (finito), la dimostrazione stessa rima- 
nesse di molto semplificata. Ma é chiaro che chi la pensasse cosi si aggi- 
rerebbe in un circolo vizioso, inquantoché la nuova definizione non pud 
essere accettata se prima non si dimostra, com’io ho fatto, che rispetto 
ai poligoni e ai prismi essa ha la stessa portata dell’ordinaria, la qual cosa 
si fa fondandosi appunto sul postulato dell’equivalenza. 
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triangoli d’eguale altezza, A’ e B', questi dovranno avere base eguale, 
perché altrimenti essi e percid anche i due poligoni dati non sarebbero 
equivalenti; ma se A’ e B’ hanno egual base e eguale altezza sono com- 
posti di parti rispettivamente eguali in numero finito, e poiché tali sono 
pure Ae A’,e, Be B, se ne deduce che gli stessi poligoni dati A e B 
devono potersi decomporre in parti eguali anche in numero finito. 

Per due prismi il teorema si dimostra allo stesso modo, trasforman- 
doli in due parallelepipedi d’egual base. 

Passiamo ora a considerare due grandezze A e B (due superficie 
finite o due solidi finiti) limiti rispettivi di due variabili crescenti 
P,, e Q, composte di parti eguali. 

Essendo 

n 


n 
P, aia : (Py + i— Pr)=Pr ’ Q, + 7 (Qr + 1—Qr)= Qn ’ 


sara, 


n n 
lim P,+2(P,41—P,)=A , lim Q,+2(Q,-+1—Qr)=B, 
1 1 


e poiché le differenze P,.1—P, , Q-+1—Q, , sono composte di parti 
eguali, qualunque sia l’indice 7, possiamo concludere che esistono per 
le grandezze date A e B divisioni tali per le quali ogni parte di A 
ha la sua corrispondente in B, e ogni parte di B ha la sua corrispon- 
dente in A. 

Reciprocamente, se A e B soddisfano a questa condizione esse sono 
limiti di due variabili composte di parti eguali. Infatti, supposto che 
il numero delle parti in eui debbonsi dividere A e B sia infinito, che 
é il solo caso degno di nota, queste parti, per il postulato d’Archimede, 
dovranno decrescere indefinitamente. Indichiamole con p, , Pp. , Pz5 «+ 


ny ng ns 


disposte in ordine decrescente e formiamo le somme * pr , 2 pr , = pr yee 
1 1 i 


Le differenze 
n n 


A — <= pr B— <p, 
{ 1 


al crescere indefinito di n non possono mantenersi ambedue finite, 
perché allora A e B conterrebbero altre parti eguali oltre le pr , non 
possono essere una finita e una infinitesima perché altrimenti vi sa- 
rebbero in A delle parti che non hanno le loro corrispondenti in B; 


percid & forza concludere che gueste due differenze sono ambedue in- 
n n 


finitesime, ovvero che A e B sono limiti delle variabili ~pr, = pr 
1 1 


composte di parti rispettivamente eguali. 
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L’altra ragione cui alludevo in principio, per la quale crederei con- 
veniente modificare l’enunciato della definizione del Duhamel, nel modo 
indicato, @ questa; che il teorema fondamentale sulle piramidi equiva- 
lenti pud allora dimostrarsi direttamente, senza aver bisogno della teoria 
delle grandezze limiti, la qual cosa in una razionale fusione della 
geometria piana colla solida sarebbe evidentemenje di non lieve van- 
taggio. La dimostrazione di questo teorema potrebbe farsi cosi: 

Sieno date due piramidi triangolari VABC d’egual base ABC e di 
eguale altezza VH. 

Si dividano gli spigoli per met& e sieno M,N, P,Q, R,Si 
punti di mezzo rispettivi di VA, VB, VC, AB, AC, BC. Le tre coppie 
di piani MNP, NPQR, NQS dividono ognuna delle due piramidi in 
quattro parti, due prismi e due tetraedri. 

I due prismi contenuti nell’una sono equivalenti fra loro (perché 
meta di parallelepipedi di base equivalente e d’eguale altezza) ed equi- 
valenti a quei due contenuti nell’altra; ei due tetraedri dell’una sono 
eguali fra loro ed hanno rispetto a quelli dell’altra eguale base ed 
eguale altezza (meta di VH). Questi tetraedri danno luogo, colla stessa 
decomposizione, ad altri prismi equivalenti ed altri tetraedri simili ad 
essi e cosi via; per cui @ chiaro che per le due piramidi date esistono 
divisioni tali per le quali ogni parte dell’una ha la sua corrispondente 
nell’altra e reciprocamente. 


Pistoia, aprile 1894, 
S. SBRANA. 
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Appunti di Aritmetica 


per ITALO ZIGNAGO a Genova. 


E assai facile accertarsi che dei numeri primi alcuni hanno fiattori 
complessi, altri non ne hanno; lo @ meno distinguerli in due specie 
mediante la loro forma. 

A questo fine giova dimostrare il seguente 


Lemma. 


Se un intero reale e positivo é il prodotto di due interi complessi, 
che non ammettono divisori reali, esso é la somma di due quadrati 
primi fra loro. 

Dimostrazione. — Sia h un intero reale positivo, prodotto di due 
fattori complessi interi a+bi e c+-di, che non hanno divisori reali. 

Si osservi che a é primo con 6; se no detto p il massimo comun 
divisore fra a e b, il fattore a+bi avrebbe il divisore reale 3 e€ si- 


2 . 


milmente c é primo con d. 
Dall’ipotesi fatta che h sia il prodotto dei due interi complessi 


h = (a+bi) (c+di) (1) 
eseguendo nel secondo membro il prodotto indicato, si ottiene : 
h = ac — bd +-i (ad — bc) (2) 
Il primo membro é reale; quindi nel secondo il coefficiente di ¢ deve 
essere nullo, e la parte reale uguale al primo membro: 
ad — be = 0} 3) 
ac — bd =h\°” 
Si consideri la prima di queste equazioni. 
Poiché be ed il secondo membro sono divisibili per b, anche ad 
deve esserlo; ma b é primo col fattore a , quindi divide 1’altro fattore d 


d=bk. (4) 




















in ee = 


Sostituendo questa espressione dell’intero d nella prima delle (3), 
dividendo i due membri per / e ricavando ¢ si ottiene 

c=—ak. (5) 

Dalle (4) e (5) ricordando che c e d sono primi fra loro si deduce 


k ie 1 (6) 


percid le stesse equazioni si trasformano in 
c= a] 
T 
ani) 
aw 
dove i segni superiori si corrispondono e cosi gli inferiori. 
Sostituendo nella seconda delle (3) ai numeri c e d queste espres- 
sioni, si ottiene per h la forma seguente: 
hae 4 a* + 5 8) 
e siccome esso ¢ positivo per ipotesi, i segni superiori non verificano 
l’equazione e quindi si ottiene 
h=a+bv (9) 
ciot h & Ja somma di due quadrati primi fra loro. 
Osservazione I, — La reciproca di questa proposizione é vera e si 
riconosce con tutta facilita. Infatti se é: 
h=a’ bv? 
e i numeri a e } sono primi fra loro, si avra anche 
h = (a+ bi) (a — bi) 
e i fattori a+ bi e a -— bi non hanno divisori reali, perché se per es, 
a+ bi avesse un divisore reale %, sia @ sia 6 sarebbero divisibili per ?. 
Osservazione II, — Si & detto or ora che i segni superiori non 
verificano; tenendo conto di questa condizione le formule (7) si pos- 


sono scrivere 





/ 
ssa teal (10) 


€ per conseguenza ¢ anche: 
c-+di=-a—bi (11) 
vale a dire: 
Se due interi complessi non hanno divisori reali ed il loro prodotto 
é reale e positivo essi sono numeri coniugati. 
La reciproca non © vera perché due interi coniugati possono ammet- 


tere divisori reali. 
Il lemma dimostrato ¢ contenuto in una proposizione pit generale, 
la quale a sua volta pud dedursi dal lemma stesso. E la seguente: 
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Proposizione. 


Se un intero reale e positivo é il prodotto di due interi complessi, 
che hanno gli stessi divisori reali, esso ¢ la somma dei quadrati di 
due interi reali. I] massimo comun divisore di questi interi é uguale 
al massimo divisore reale di entrambi i fattori complessi. 

Dimostrazione. — Sia: 

h = (a+ bi) (e+ di) 


un intero reale positivo, ». il massimo divisore reale di a+-bi; poiché 
a+ bi e c+ di hanno gli stessi divisori reali, esso é anche il pid gran 
divisore reale di c-++di. E siccome il massimo divisore reale di un 
intero complesso ¢ dato dal massimo comun divisore dei suoi parametri, 
cosi ». ¢ ad un tempo i] massimo comun divisore dei numeri a e b e 
dei numeri ced. 

Per conseguenza si pud porre: 


a=a,p 
Me aaysi) (12) 
C= Cul 
d =d, 


e risulta a, primo con b, e c, primo con d,. 
Sostituendo nella (1) queste espressioni di a, b, c, d e raccogliendo 
p* a fattore si ha per h l’espressione seguente: 
h = p? (a, + 0,2) (c, + d,%). (13) 
Siccome hf e yp” sono reali e positivi deve esserlo anche il prodotto 
(a, + 0,2) (ec, + d,%) 
essendo poi a, primo con 0, e c, primo con d, né l’uno né I’altro dei 
fattori a, + b,é e c,+-d,é ammette divisori reali; percid c, + d,i ¢ co- 
niugato con a,-+b,é e si ha 
(a, + 0,0) (c, +d, =a?+b,’. (14) 
Sostituendo nella (13) al primo, il secondo membro di questa rela- 
y ? 
zione, si trova 


h= p? (a? + b,?) = (pay)? + (pd,)*. (15) 


Concludendo hk é la somma dei quadrati di due interi reali pa, e 
pb, e il massimo comun divisore di questi interi cioé » é i] massimo 
divisore reale dei fattori a+ bi e c+- di. 

Osservazione I, — La reciproca é esatta e facile a verificarsi. La 
somma di due quadrati si pud decomporre nel prodotto di due fattori 
complessi, che hanno gli stessi divisori reali. Invero: 
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a® + b* = (a + bi) (a — bi) 

e i divisori reali sia di a+ bi sia di a— bi sono i divisori comuni 
diaeb. 

Osservazione IIT, — Anche la proposizione enunciata all’osservazione 
II del Lemma puod estendersi in questo modo: 

Se due interi complessi hanno gli stessi divisori reali ed il loro 
prodotto @ reaie e positivo essi sono coniugati. 

Sia 

h=(a + bi) (ec + dt) 

reale e positivo e a+ bi e c-+ di abbiano gli stessi divisori reali; se 
p. @ il massimo comun divisore di a e 6 lo é anche di c e d e sono 
verificate le (12) ed é a, primo con b, e ¢, primo con d,3 percid a,+b,i 
e c,-+-d,é non hanno divisori reali. Anche la (13) ¢ verificata e percid 
il prodotto (a, + b,é) (ec, + d,t) & reale e positivo; pertanto ai numeri 
a,, b,, ¢, d, possono applicarsi le (10) e si ha 


qg=—-Yy, 
d,=—),. 
Moltiplicando i due membri per p ed applicando le (12) si ottiene: 
c—a 
d=—b 


e per conseguenza: 
e+ di=a— bi 

cioe i due fattori a+ bt e c+ dé sono coniugati. 

La reciproca @ vera. Infatti il prodotto: 

(a+ bi) (a — bi) = a + 

é reale e positivo e i divisori reali sia di a+ bi, sia di a — bi sono 
i divisori comuni di ae 0. 

Ora si tratta di distinguere i numeri primi che hanno fattori com- 
plessi da quelli che non ne hanno, mediante la forma analitica; 0, in 
termini pitt espliciti, @ proposto il seguente 





Problema. 


Trovare una forma analitica la quale contenga tutti i numeri primi 
(positivi) che ammettono divisori complessi, ma non contenga alcuno 
degli altri numeri primi (positivi). 

Si indichi con f(#,,...7,,) una tal forma; poiché sui valori com- 


at) 


posti di essa non si é fatta ipotesi alcuna, il ragionamento si limiterd 
ai valori primi. In conseguenza non saranno presi in considerazione 
tutti i valori delle variabili, ma soltanto quelli che rendono f(a, , ...2,) 
uguale a un numero primo. 
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Indicando con a+ bi e c+ di due fattori complessi, in cui pud 
scomporsi f(#,,...%,) si ha: 
F (4 5 «06 By) = (a+ Di) (C+ di) (16) 

e per le ipotesi fatte si pud ammettere che nessuno dei fattori complessi 
a secondo membro, sia una unit& e nessuno dei numeri b e d sia uguale 
a zero. 

Inoltre rappresentando rispettivamente con ». e v i massimi divisori 
comuni di ae b e diced si puo porre 


a = A, pp \ 
= D 
ee t a7) 
c= ¢, \ 
d=d,.v] 


e risulta ancora a, primo con 6, e c, primo con d,. 

Sostituendo nella (16) ai numeri a, 0, c, d le loro espressioni date 
dalle (17) e mettendo py in evidenza si ottiene: 

F (a, 5 «0+ By) = pv (a, +B, @) (Cc, +, 2). (18) 

Si consideri il prodotto: 

(a, + 0,4) (c, + d,%). 

Essendo a, primo con b, ec, primo con d, i fattori a,+b,i e ¢,+-d,é 
non hanno divisori reali. Il prodotto @ poi reale e positivo, perché tali 
sono 7, ., v. 

Percid c, + d,i & coniugato con a,+ b,é e si ottiene 

(a, +0,%) (c, + dt) =a,?+b,?. 

Dunque la funzione che si cerca é della forma: 

(HY, My i) = pv (a,” + 0,’) (19) 
ma si pud porre sotto un’altra pi semplice; siccome ¢ @ numero primo 
dei due fattori py e a,?+ 0,” uno @ uguale all’unita, Valtro é uguale 
ag, quindi si possono immaginare due casi 

pv = e a’?+b?=1 
oppure. pv = 1 e a’?+b?=9. 

Nel primo la seconda relazione si scinde in due 

a,=+1 e b, = 
oppure a,=0 e b,=+1. 

Sia b, = 0; allora anche b=ypb, deve essere zero contro l’ipotesi. 

Sia b, = -1; allora deve essere a, —0. Percid (essendo c, -+ d,% 
coniugato con a,-+ 6b, 7%) si avra ancora: 


c,=0 d,=+1 
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e per conseguenza 


at bi=p(a,+6,t) = p(td 
e+ di=v(e,+d,i)=v(+2). 


Essendo 9 = py un numero primo sara p= 1 oppure v = 1; quindi 
uno dei due numeri a +- bi e c-+di é uguale ad una unita imaginaria 
contro l’ipotesi. 

Pertanto il caso 

v=o e a? +b? = 
rimane escluso e si conclude 
g=aPr+b? (20) 
cioe: 

La funzione pii generale che risolva il problema ha i valori primi 
positivi comuni con a,*?+-6,°. 

Osservazione I. — La reciproca é@ vera: 

Se in una funzione i valori primi positivi sono i numeri primi, 
somma di due quadrati, essa contiene fra i numeri primi positivi quelli 
che sono il prodotto di due fattori complessi e nessun altro. 

Dimostrazione. — Si indichi con ¢ questa funzione; intanto si vede 
che @ vera la seconda parte della proposizione, perché i valori primi 
di ¢ essendo la somma di due quadrati sono della forma (a-+-b7) (a—bi). 
Viceversa ogni numero primo positivo che sia il prodotto di due fat- 
tori complessi ¢ un valore della funzione 9. Invero un tal numero, 
come si ¢ visto nel problema precedente, é la somma di due quadrati. 


Osservazione IT, — In particolare la funzione a® +b? risolve il 
problema. 
Osservazione IIT, — Se si considerano solo i numeri primi dispari 


la funzione 4 -+1 ¢ un’altra soluzione. 

Infatti le due forme a? +-b* e 4” +1 contengono gli stessi numeri 
primi dispari e positivi. 

Cosi se si vuole che il problema ammetta una soluzione della forma 
ax +b basta modificarne ]’enunciato parlando di numeri primi dispari, 
anziché di numeri primi. 

Questa modificazione @ essa necessaria ? 

Ponendo la domanda in termini pitt precisi si fa la seguente 


Questione. 


Esiste una forma lineare aw +b, la quale fra i numeri primi po- 
sitivi contenga tutti e soli quelli che sono il prodotto di due fattori 
complessi ? 

Eeco una serie di osservazioni che conduce a deciderla. 
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Osservazione I, — I numeri della forma ax + 6 sono i numeri delle 





forme 
4axv +b fax +-a+b 4ax+ 2a+b 4az +- 3a +b 


cioe se un numero é della forma ax-+-b é di una delle altre quattro 
e viceversa. 

Osservazione IT, — Se ax+b é@ una soluzione, il numero a é primo 

coi quattro numeri 
b b+a b+ 2a b+ 3a. 

Infatti az-+b contiene tutti i numeri primi positivi, che sono il 
prodotto di due fattori complessi, per conseguenza tutti i numeri primi 
positivi della forma 42-+-1. Cid esige che @ sia primo con 6. Ma se 
aé primo con b @ noto che qualunque sia & é anche primo con ak-+-b. 
Dunque, ecc. 

Osservazione II, — Se ax+b @ una soluzione il numero a é pari. 

Sia dispari, le espressioni 

4ax +b 4ax-+a-+b 4ax +-2a+b 4ax + 3a +b 
divise per 4 daranno quattro resti differenti, cio i quattro numeri 
o, hb, 2, a 
presi in un certo ordine. 
Quelle che danno i resti 
0 ? 2 ? 3 > 
non possono contenere numeri primi dispari (positivi). Per le due prime 
la cosa 6 evidente; quanto alla terza lo diventa ricordando che ax--b 
non contiene numeri primi positivi della forma 42-+-3. 
Per conseguenza esse devono essere forme composte; onde dei quattro 


numeri 
b b+a b+ 2a b+ 3a 


tre hanno un fattore comune con 4a. E siccome a é primo con tutti 
€ quattro, il fattore comune é un divisore di 4, cioé dei quattro numeri 
tre sono pari. Ma d’altra parte dando i resti 0, 1, 2, 3 nella divisione 
per 4, i numeri suddetti devono essere due pari e due dispari. 
Dunque: Se aw +b ece. 
Osservazione IV. — Le quattro espressioni 
4ax+-b 4ax + a+b Aax + 2a+b 4ax + 3a-+-b 


sono della forma 4n-+-1. 

Par assurdo una di esse p. e. 4az-+ 3a-+ 6 non lo sia. Dei numeri 
primi positivi essa non pud contenere alcuno della forma 4n +1, es- 
sendo di forma differente, né aleuno della forma 4n-+- 3 altrimenti 
anche ax -+-b dovrebbe contenerne, contro Vipotesi. Percid fra i numeri 
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primi positivi non potra contenere altro che il 2. Ora le forme az+) 
prime contengono infiniti numeri primi positivi, dunque 4ax-+- 3a +} 
é una forma composta cioe 3a-+b ha un fattore comune con 4a, Questo 
fattore dev’essere un divisore di 4 perché a é@ primo con 3a +); percid 
3a+b & pari; ma si é visto gid che a é pari, quindi anche b deve 
esserlo; percid a e b avrebbero un divisore comune (il due), mentre 
per ipotesi sono primi fra loro. Quest’ultima osservazione mostra che 
la forma az +b non pud contenere il numero due e che per conse- 
guenza la forma in questione non esiste. 


Corollario. 


Eulero fu il primo a dimostrare che i divisori della somma di due 
quadrati primi fra loro sono la somma di due quadrati. 

(Questa proposizione risulta facilmente da quanto precede. 

Sia: 

N=a’+D? 

e sieno a e b primi fra loro, si dica p un divisore primo di N. 

Esso ha un fattore complesso. Si neghi, poiché esso divide 

N = (a + bz) (a — 02) 


divider uno dei fattori a+ b¢ oppure a — bi e per conseguenza sari 
un divisore comune di a e >. Cid non pud essere perché a e b sono 
primi fra loro. 

Poiche p & un numero primo (positivo), ed ha un fattore complesso 
esso © la somma di due quadrati. 

Cosi dimostrata la proposizione pei divisori primi, si estende ai 
divisori composti con un metodo ben noto, cioe osservando che ogni 
divisore composto @ un prodotto di divisori primic che se pitt numeri 
sono la somma di due quadrati, lo ¢ anche il loro prodotto. 


Genova, 26 luglio 1894, 


PS. — Aleune proposizioni del lavoro possono volgersi facilmente 
in logica matematica, p. e. il Lemma e la Proposizione si traducono in 
a,b,c,den.he N.k=(a+bi)(c+d?).D(ajb)=1.D(c,d)=1.0.h -a?+)" 
> -D(a,b) =D (ce, d).0. » 
Si pud aggiungere che se n’'p significa « numero primo complesso » 
si hanno le relazioni 
Np -n'p = Npo (N* + N?) . 
(2+ N)°Np-n'p = Np-(4N+1) 
a,bzn.Npco(an+b)=Np-np.~a,sA 


le quali esprimono tre proposizioni del lavoro. 











due 


ard 
ono 








— 159 — 


ASSOCIATION FRANCAISE POUR L’AVANCEMENT DES SCIENCES 


Congerés de Caen - 1894 


Premiére et deuxrieéme Sections — Stance du 14 Aott. 


Question a Vordre du jour. 


Etude des moyens qui seraient de nature A assurer un échange de 
vues plus facile et plus suivi entre les mathématiciens des diverses 
nations, et qui pourraient contribuer ainsi aux progrés des sciences 


mathématiques et au perfectionnement des méthodes. 


Résolution, 


Les 1¢re et 2¢ Sections, aprés une discussion approfondic, & laquelle 
ont pris part un grand nombre de membres, 
1° — Donnent en principe l’adh¢sion la plus compléte au projet 


de création de Congres mathématiques tnternationaus et se déclarent 
dés-A-présent disposces & apporter tout Jeur concours aux efforts qui 
sont ou seront faits dans cet ordre d’idces; 

2° — Approuvent absolument l’idée de M." Mansion, relative a 
la rédation de Vocabulaires mathématiques et applaudissent au com- 
mencement de réalisation que M." le Commandant Brocard a déja 
donné & cette idée, par la préparation d’un vocabulaire mathématique 
francais ; 

3° — Expriment l’espoir que le projet de M." Iacques Boyer, 
concernant ]’¢tablissement d’un Dictionnaire mathématique, pourra 
aboutir &4 un heureux résultat, et en France, et dans la plupart des 
autres pays; 

4° — Croient devoir attirer l’attention sur les remarquables mo- 
nographies mathématiques qui se publient en ce moment en Allemagne 
notamment par les soins du Jahrbuch tiber die Fortschritte der Ma- 
thematich, fondé depuis 1868, et que dirige avec tant de talent M" le 
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Professeur Dt E. Lampe, de Berlin; monographies dont il serait tras 
désirable de voir publier des traductions dans diverses langues; 

5° — Considérent que les grands effort fait par M" le Professeur 
Peano et plusieurs de ses Confréres pour la propagation de la Logique 
mathématique et la publication d’un formulaire mathématique sont de 
nature a contribuer puissamment au but qu’il s’agit d’atteindre; 

6° — Sont heureuses de constater le degré d’avancement du Ré- 
pertoire bibliographique des Sciences mathématiques, et, dans le méme 
ordre d’idées, applaudissent 4 la publication si intéressante due a un 
groupe de mathématiciens hollandais et entre autres de M." P. H. Schoute, 
et qui est intitulée Revue Semestrielle des Publications mathématiques; 
7° — Estiment que la publication de l’Intermédiaire des Mathé- 
maticiens, depuis le commencement de 1894, a rendu et est appelée a 
rendre encore de trés grand services, en ce qui concerne les rapports 
des mathématiciens entre eux; expriment leur reconnaissance aux fon- 
dateurs, MM. Laisant et Lemoine, et se félicitent de voir que cette 
initiative a été due & deux des membres de 1’Association francaise 
pour l’avancement des Sciences; 

8° — Prennent en trés sérieuse considération les réflexions pré- 
sentées par M." Lémeray sur la possibilité d’établir des bibliothéques 
mathématiques, ayant pour objet de mettre des livres A la disposition 
des travailleurs éloignés des centres scientifiques; . 


9° — Décident que la question, sous la forme générale ow elle a 
été rédigée, sera maintenue 4 l’ordre du jour des séances pour la session 
de Bordeaux en 1895. 

Ces diverses résolutions ont été prises 4 l’umanimité des Membres 
présents. 





Sulla Parte VIl del Formulario - Teoria dei limiti. 


In questa parte del formulario abbiamo esposto le proprieta dei 
limiti delle funzioni reali di variabili reali, presi quando la variabile 
indipendente pereorre i valori di un gruppo tendendo al limite supe- 
riore infinito. 

Abbiamo esaminato il concetto di limite (pi vasto di quello ordi- 
nariamente considerato) di cui si hanno tracce in Cauchy, in Abel ed 
‘anche in autori anteriori, ma che si studia con una certa ampiezza 
solo da poco tempo: vogiliamo dire il limite definito come un valore 
acui si avvicina la funzione, senza escludere che contemporaneamente 
si avvicini anche ad altri. La definizione adottata ¢ dunque la seguente: 

Il numero y é limite della funzione f(a) quando x nel gruppo wu 
tende al limite superiore infinito, se, scelto h comunque piccolo, 
qualunque sia il nwmero a vi sono in wu alcuné valori di « mag- 
giori di a, pei quali f(x) assume valori numericamente diversi da 
y meno di h (*) » ed analoghe per il caso del limite +a@ 0 —om. 

Si ha cosi come caso particolare quello, pitt frequentemente studiato, 
in cui la funzione tende ad un unico limite; allora, riferendosi alla 
definizione precedente, « preso h comunque piccolo, esiste wn conve- 
« niente numero a tale che per tutti i valori di 2 in uw che sono 
«maggiori di a, f(x) &@ numericamente diverso da y meno di h >. 

A tale caso, come il pit importante, si é dato naturalmente il mag- 
giore sviluppo. 

Dei limiti a cui tendono le funzioni quando la variabile indipendente 
si avvicina ad un valore finito 7, od all’infinito negativo, non ci siamo 
oceupati: invero le loro definizioni e le loro propriet& si deducono 


(*) Cfr. PEANo. Sulla definizione del limite di una funzione (Rivista di 
Matematica, vol. Il). — Berrazzt. Sud punti di discontinuita delle funziont 
di variabile reale (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo VI). 


Rivista di Matematica (novembre 1894). 11 
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agevolmente da quelle citate nel formulario, colle rispettive trasforma- 


zioni di variabili « = x,+—, «——z, mentre il riportarle tutte per 
——_ 


disteso avrebbe allungato eccessivamente l’elenco delle formule senza 
portare un contributo di teoremi essenzialmente distinti. 

Nel 1° dei quattro paragrafi di cui si compone questa VII parte si 
é data la definizione di limite finito ed infinito, e dei limiti si sono 
esposte le principali proprieta. Né in questo paragrafo né nei seguenti 
si vedranno registrate le notazioni storicamente importanti O ed U (in 
italiano S ed I) del Du Bois Reymond e dello Stolz, giacché ad esse 
si pud supplire, nella scrittura simbolica, colle espressioni max lim /, 
minlimfa2, o llim/fa#, |, limfx senza introdurre simboli nuovi da 
definirsi. 

Nel § 2 si é studiato il limite di una funzione, nel caso particolare 
(quello che si considera ordinariamente) in cui tale limite é unico. 

Nel § 3 si sono date le-proprieta’ dei limiti di pitt funzioni con- 
frontati fra loro, e delle espressioni formate con pitt funzioni legate fra 
loro dalle operazioni elementari dell’ Aritmetica. 

Nel § 4 sono riportate alecune delle formule principali che esprimono 
eguivalenze fra limiti di funzioni diverse, 0 valori gid calcolati di 
limiti importanti. In questo paragrafo peraltro non si troveranno le 
numerose ed interessanti formule che, quali applicazioni dei limiti, si 
hanno dalle teorie delle serie, degli integrali definiti, ecc., dovendo 
esse costituire altre speciali parti del formulario. 

IK da notarsi che certe formule non sono state prese dalle opere 
che saranno citate via via (p. es. dall’opera del Laska) sotto le forme 
precise riportate nel formulario; giacché essendosi in questo definito 
soltanto il limite preso quando # tende all’infinito, si sono dovute, con 
semplici cambiamenti di variabili, trasformare alcune formule date 
invece in quelle opere per il caso di « tendente ad un numero finito. 

Di certe formule comunemente note e facili a trovarsi in quasi tutti 
i trattati di Algebra, non si é indicata la fonte a cui si sono tolte; di 
aleune non tolte a nessun’altra opera si é tralasciata la dimostrazione, 
perché facilissima ed immediata. 

Per brevita si é usata la notazione 7,y,z..-¢a dove 7, y,2. 
sono enti della classe a, invece dell’altra r-ca.y-ia.z-ed... 


R. Berrazzi. 





Sulla Parte VIII del Formulario. - Serie. 


Nella Parte VIII del formulario son raccolte le formule principali 
risguardanti le serie ed i prodotti infiniti numerici: sono specialmente 
considerate le serie a termini positivi e, di esse, quelle a termini de- 
erescenti, perché le medesime sono della massima importanza nell’ Ana- 
lisi. Per la dimostrazione di alcune formule del § 1 é conveniente ]’uso 
del calecolo simbolico; a questo fine osservo, p. es., che, se si pone: 


(a, u™ + a, wu"! +... + Ay) (Dy wu” +b, u®* +... +5,) simb. = 
Ay Dy Unsen He v0e + Ay, Dy, 
si ha: 
=" Um+n = u" (U — 1)" simb. 


Aleune formule di esso § 1 coincidono sostanzialmente con note 


formule del calcolo delle differenze, perché il segno ¥ ridueesi all’u- 
suale A, essendo 2” Ua+n = A” U,: nonostante questa coincidenza 


ho creduto conveniente l’uso del = col preciso significato attribuitogli 
dalle generali leggi delle operazioni inverse, per le quali deve es- 
sere > Swu,,—=w,,. Aleune proposizioni le ho date sotto varie forme 
per porne in chiaro i diversi aspetti sotto i quali pud convenire di 
considerarle. I criterii relativi alle serie a termini positivi li ho ridotti 
a forma mirabilmente semplice e tale da segnare anche una via pel 
calcolo approssimato di somme, lasciandomi guidare da un notevole 
criterio ch’io ho segnalato ('): ripensando al modo nel quale pervenni 
a tal criterio la prima volta, mi avvidi facilmente che la teoria delle 
serie a termini positivi ed il calcolo approssimato delle convergenti si 
possono ridurre allo studio della serie di NicoLE; da questa serie, se- 
guendo cammino inverso ad uno da me seguito (*), ricavasi infatti 
subito od il criterio di Kummer, che comprende tutti i criterii speciali 
per le serie a termini positivi, od altro equivalente; inoltre formare, 


) Rend. Cire. Mat., a. 1890, pag. 278. — Rivista Mat., a. 1893, p. 120. 
°?) Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 303. 
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come indica Kummer (') pel calcolo approssimato, una p,, tale da aversj 
lim (p,, U, | Un+1 — Pn+i) = 1 equivale a formare una serie di NicoLe 


1 Pr Pi Po Pn 
“+ +t LES 
1+p, (1+ p,)(1+p,) (1 + py) - (1+ pn+t) 








tale che il rapporto dei suoi termini n™° ed (x-+-1)"° sia uguale, a 
meno d’un infinitesimo, ad w,/t#,+1; ma quando una tal serie sia for- 
mata, siccome si conosce la somma d’un numero qualsiasi di termini 
della medesima, essendo 


Pye PaPnti ies cclle Pi Po Paz 
(1+ p,) (1 + pn4t) (1 + pn+e) (1+ p,) (1 + putin) 
- rE nn I es 
~ (L+p,) (A+ pat) (1+ p,)... (1+ pa+m4t) ’ 


2 


si sara in grado di calcolare approssimativamente (*) la somma della 
serie u,-+ u,-+.... Cid, in vece di meravigliare, deve riescir naturale, 
perché la serie di NIcoLE comprende tutte le serie a termini positivi 
e perché, come affermai altra volta (*), ogni criterio generale deve esser 
conseguenza di qualsiasi altro criterio, che sia anch’esso generale. Non 
credo perd che quanto ora dissi tolga importanza ai lavori, che hanno 
contribuito a cospargere di luce la teoria delle serie a termini positivi, 
come non credo si possa disconoscere l’importanza dei miei risultati 
(§ 3 P54, 55, 58-64). Parmi invero difficile che si riesca a dare per le 
serie a termini positivi criterii generali pit convenienti di quelli espressi 
con le 61 e 62 del § 3; e credo esser parimenti difficile indicare meglio 
che con le 63 e 64 una via pel calcolo approssimato delle serie con- 
vergenti. Passando ai criterii speciali, osserverd che i pitt importanti 
sono, essenzialmente, quello di condensazione di Caucny (§4 P4) edi 
logaritmici di ABEL (§3 P48, 49): per stabilire questi ultimi ho indi- 
cata una via comodissima del Prof. CesAro (*), la quale ha anche il 
pregio di informare sul vario modo di divergere di molte serie, Ifo 
date aleune importanti proposizioni per le serie a termini positivi de- 
crescenti ($4 P9-13) e riempita una lacuna: ABEL (°) dimostrd erronea 
l’affermazione di Onivier, che lim nw, fosse condizione necessaria ¢ 


sufficiente per la convergenza delle serie a termini positivi w,+-w,—-U,+™ 


(') Crelle’s Journal, XVI, a. 1837, pag. 2 

(?) Rend. Cire. Mat., a. 1890, pag. 280. 

(3) » » » » e 279. 

(*) Nouvelles Annales, 1X, a. 1890. — Analist algebrica, a. 18° 


(°) ABEL. Guvres, Il, pag. 199. 
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e CATALAN (*) disse dover essere lim nw, log n... log n=O, se wu, sia 
termine generale d’una serie convergente a termini positivi decrescenti; 
anche questa proposizione é erronea (*). Io provo dover essere nw,, log n 
log’n... log” 2 =O, se uw, sia termine generale di serie convergente a 
termini positivi e nw, log x... log”—! n sia decrescente: e parmi che poco 
si potra aggiungere perché una serie a termini positivi decrescenti pud 
esser convergente anche se non é nullo il massimo limite del rapporto 
del suo termine »™° ad ree , oppure al termine n™° di una qualsiasi 
n log n 
, : ‘ m 1 1 “ 

serie, che sia meno divergente di 1 + = +t eet i +... (°). La rac- 
colta contiene anche formule nuove relative ai prodotti: ma le proposi- 
zioni sui prodotti si deducono facilmente da quelle sulle serie. Le formule 
storicamente pitt notevoli furono quasi tutte riportate fedelmente: solo 
si fece talora qualche cambiamento di lettere per ragione tipografica 
ed anche per evitare che le formule ravvicinate differissero eccessiva- 
mente tra Joro nell’aspetto: furono pur soppresse condizioni non ne- 
cessarie; p. es., al § 3, non trovansi le condizioni superflue lim v,—0, 
per la P16, e lim v,, 2, =O, per la P52, che si trovano invece nelle 
corrispondenti proposizioni originali. Qualche proposizione, che pud 
sembrare insigttificante, s’ messa perché utilizzabile in quistioni spe- 
ciali; p. es. le P18, 19 del § 2 pongono in chiara luce l’effetto dell’al- 
terazione dell’ordine dei termini nelle serie e dei fattori nei prodotti 
infiniti (*). Qualehe proposizione importante @ data nelle varie forme, 
ugualmente convenienti, che ha successivamente ricevute, sebbene le 
medesime fossero immediatamente, ed in modo evidente, ricavabili 
luna dall’altra: tali sono p. es. le P18, 19, 20, 21 del § 3. La P27 
del § 2 coincide solo sostanzialmente con la originale, che ¢: 


P 1 | 
y log \2 —_ 


‘Oe a Cae a 
ee ee ee ee ae 
Pp 

Prima di finire voglio ancora rilevare che ]’uso del massimo e mi- 
nimo limite (°), e dei limiti superiore ed inferiore mi hanno permesso 
di dare alla maggior parte delle proposizioni un grado di perfezione, 
che prima non avevano. 

F, GIvDICcE. 

(') Comptes Rendus, a. 1856. 

(?) Peano. Calcolo differensiale, a 1884, pag. XVII. 

“) Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 286. 
(‘) V. Giornale Battaglini, a. 1889, pag. 342. 

(*) I concetto di max lim. e di min lim. trovasi gia in Caucuy; Analyse 
Algébrique, pag. 132; ed in ABEL; Cuvres, II, pag. 198. 
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Somme e prodotti, differenze e quozienti, dei diversi ordini. 
Generalitaé sulle serie numeriche. 

Serie a termini positivi. 

Serie a termini positivi decrescenti. 

Prodotti infiniti. 

Serie a termini imaginarii. 
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Alcune espressioni 
risguardanti le serie e gli equivalenti simboli di logioa matematica 


Serie a termini positivi.=—. QfN. 

> » reali .=.qfN. 

> > imaginarii .—. qfN. 
Termine n™ della serie w.=—. u,. 
Somma dei primi » termini della serie wv . 
Somma della serie wu .—=. 2u,,. 
Resto n™° della serie w.=—. Lu, — 
La serie uw ¢ convergente .—. Yu, ¢ 


divergente .=. Lu, 


La serie u XYmodw, ¢Q. 
> semplicemente > =. Lu,eq. = modu, 


La serie uw é indeterminata .=—. numlim,=, 2u,>1. 


SS SEEL AINE ANTES. 


(*) La serie w é pitt divergente della serie v . - 
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(*) CesAro. Accademia dei Lincei, seduta 5 febbraio, 1888. 
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HERMANN GRASSMANNS 


Gesammelte mathematische und physicalische Werke 


Auf Veranlassung der mathematisch-physischen Klasse der Kgl. Stichs- 
ischen Gesellschaft der Wissenschaften, und unter Mitwirkung 
der Herren: Jacob Liiroth, Eduard Study, Justus Grassmann, 
Hermann Grassmann der Jiingere, Georg Scheffers herausgegeben 
von Friedrich Engel. Ersten Bandes erster Theil, Leipzig, Teubner 
1894, pag. XII+435, prezzo 12 Marchi. 


L’annunzio della pubblicazione delle opere complete di Grassmann, 
sotto il patrocinio dell’Accademia delle Scienze di Sassonia; fu accolto 
con piacere da tutti i matematici, e specialmente da coloro che si pro- 
pongono di perfezionare i metodi geometrici. 

La Geometria analitica cartesiana fu certo un grande progresso. Ma 
da lungo tempo si osservd che essa tratta le questioni geometriche per 
via indiretta, e spesso con lunghi ragionamenti e formule complicate 
arriva a risultati facilissimi ad ottenersi colla geometria sintetica ele- 
mentare. Questa osservazione trovasi a pit riprese nelle opere di Leibniz, 
il quale anzi tentd colla sua characteristica geometrica di porvi rimedio. 
« Je ne suis pas encor content de l’Algébre, en ce qu’elle ne donne 
ny les plus courtes voyes, ny les plus belles constructions de Geometrie. 
C’est pourquoy lorsqu’il s’agit de cela, je croy qu’il nous faut encor 
une autre analyse proprement geométrique ou lineaire, qui nous exprime 
directement situm, comme 1’Algébre exprime magnitudinem. » (*). 

Ma questa, come altre idee di Leibniz, impiegd assai tempo a ma- 
turare; e il lavoro pit profondo che abbiasi su questo soggetto é 
senza dubbio l’Ausdehnungslehre pubblicato dal Grassmann or sono 
appunto cinquant’anni. Quantunque |’opera del Grassmann sia del tutto 


(*) Leibniz a Huygens, 8 sett. 1679. 
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originale, alcune sue idee si trovano in libri anteriori. Le forme di 
prima specie, 0 somme di punti, spettano al Mobius. L’idea di vettore, 
la loro somma e il loro prodotto per numeri immaginarii al Bellavitis. 
Lo stesso prodotto esterno di due vettori (bivettore) é stato studiato 
qualche anno prima dal De Saint Venant, e prima ancora dal nostro 
Chelini. Spetta al Grassmann il merito di avere studiato un sistema 
generalissimo ed organico di operazioni comprendenti come caso par- 
ticolare le precedenti. 

Ma, se i sistemi di caleolo geometrico che precedettero Grassmann 
si diffusero poco, meno ancora si diffuse i] metodo suo. Durante la vita 
del professore ginnasiale di Stettin, nessuno se ne occupd, se si eccettua 
gualche voce isolata sorta nell’ultimo decennio della sua vita. E invero 
la sua tendenza all’astrazione, il suo modo filosofico di presentare le 
questioni, la sua forma espositiva insomma, rendono la lettura della 
sua opera assai difficile e penosa. 

Pit fortunato fu il suo successore Hamilton. La sua idea dei qua- 
ternioni é del tutto originale; ma i calcoli relativi finiscono per coin- 
cidere con quelli del Grassmann, con qualche variet& di notazione. 
Cosi nelle applicazioni alla fisica, il prodotto di due vettori, secondo 
Hamilton, figura solamente ora per la sua parte scalare, ed ora per la 
sua parte vettoriale; la prima é il prodotto interno (a meno del segno), 
e la seconda il prodotto esterno dei vettori, secondo Grassmann, L’Ha- 
milton brilla anche per la sua bella espositiva, ed i suoi metodi si 
diffusero con sufficiente rapidita; un numero grandissimo di autori li 
applicd a tante questioni di Geometria, di Meccanica e di Fisica ma- 
tematica. E specialmente nella teoria dell’Elettricita e del Magnetismo 
che essi paiono fatti apposta per rappresentare nel modo pit chiaro e 
semplice i fenomeni fisici. 

Ma, secondo parecchie persone che conoscono i due metodi, e tale 
é pure la mia opinione, a tutti gli usi cui si prestano i quaternioni di 
Hamilton, si presta pure il metodo di Grassmann, e coi vantaggi della 
pit’ grande generalita e semplicita dei concetti fondamentali, e della 
maggiore brevita delle notazioni. Al giorno d’oggi i metodi di Grassmann 
vanno sempre pitt rapidamente diffondendosi, e non passa mese che 
non si pubblichi una qualche opera o nota, 0 qualche nuova applica- 
zione. Aleune delle idee di Grassmann, quale il prodotto interno, furono 
poi ritrovate, indipendentemente da lui, da autori di Meccanica. 

Perd la diffusione di questi nuovi metodi, atti a trattare per via pill 
semplice e intuitiva le questioni di Geometria, di Meccanica, di Fisica 
matematica, ¢ meno rapida di quanto si desidererebbe da chi ama i 
progressi della scienza. La ragione sta in cid che per ben giudicare 
di siffatti metodi, occorre esserne del tutto padroni,e di averli appli- 
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cati in pitt occasioni; 0 come mi diceva un mio valente insegnante, 
questi metodi sono come un nuovo strumento messo in mano ad un 
operaio; se l’operaio usd per lungo tempo della sua vita un dato stru- 
mento, se ne rende cosi facile il maneggio, che gli riesce preferibile 
ad uno strumento pitt perfezionato, ma nuovo, col quale debba ancora 
impratichirsi. Alle nuove generazioni spettera l’uso di questi strumenti 
pit. perfezionati. 

Intanto l’edizione completa delle opere di Grassmann non mancher: 
di far conoscere meglio i suoi metodi; e molti che si limitarono finora 
a nominarlo con un certo rispetto, vorranno penetrare pitt addentro 
nelle sue opere. Questa edizione era tanto pit desiderata, inquantoché 
la sua Ausdehnungslehre de] 1862 era da tempo esaurita; e difficile 
rinsciva la ricerca di altri suoi scritti disseminati in varii periodici 
scientifici. 

Il primo impulso a questa edizione fu dato dal prof. F. Klein nel 
1892, in una seduta dell’Accademia delle Scienze di Lipzia; e la sua 
pubblicazione fu promossa da quest’ Accademia, dall’ editore Teubner, 
dalla famiglia Grassmann, e dai vari scienziati, il cui nome figura 
nel frontispizio, e che si assunsero la redazione delle varie parti de}l’o- 
pera. Il volume ora uscito (1* parte del 1° volume), contiene 1’ Aws- 
dehnungslehre del 1844, colle aggiunte della seconda edizione del 1878; 
e la Geometrische Analyse, del 1846. Contiene inoltre prefaztone, osser- 
vazioni ed indice dell’editore, ed il ritratto del Grassmann. La seconda 
parte del 1° volume che contiene |’ Ausdehnungslehre del 1862, sara 
possibilmente publicata in principio del venturo anno. Gli altri volumi 
non tarderanno a comparire. 

Possa questa nuova edizione delle opere di Grassmann, servire a 
meglio far conoscere e stimare i servizii ch’egli rese alla Matematica. 


G. PEANO. 
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Sull’insegnamento della matematica nelle Universita tedesche 
e in particolare nell’Universita di Gottinga. 


di Gino Fano. 


Di ritorno dall’aver passati alcuni mesi in Germania all’Universita 
di Gottinga, che occupa certamente, fra tutte quelle tedesche, uno dei 
primissimi posti, ho pensato che non sara forse discaro ai lettori della 
Rivista di avere qualche notizia sugli insegnamenti che vi si impar- 
tiscono, e sulle usanze e consuetudini che sono quivi in vigore. E se 
qualeuno di essi avesse effettivamente un tal desiderio, io sard ben lieto 
se colle pagine che seguono avrod contribuito’ a soddisfarlo. 

Nelle Universita tedesche l’insegnamento della matematica (e non 
solo di questa, ma anche di ogni altra disciplina) si informa soprattutto 
alla famosa « AKADEMISCHE FREIHEIT », della quale professori e stu- 
denti vanno tanto alteri. — Questa liberti d’insegnamento e di studio, 
che permette all’insegnante di scegliersi entro limiti certo assai ampi 
Vargomento delle sue lezioni, e allo studente di inscriversi, dentro e 
fuori della Facolta cui appartiene, a quei corsi che pitt gli piacciono 
o l’interessano, non si ritrova certo, cosi completa almeno, in nessun 
altro paese del mondo; non in Italia, non in Francia, non in Inghil- 
terra; qualche traccia appena ne ritroviamo negli Stati del Nord (Da- 
nimarca, Svezia e Norvegia); e perfino nella libera America non si é 
fatto che un primo passo in questa via nell’Université recentemente 
aperta a Chicago. Per quanto pitt specialmente si riferisce all’insegna- 
mento della matematica, la akademische Lehrfretheit ha per conse- 
guenza che non si nominano professori di algebra o di geometria 
projettiva, di calcolo infinitesimale, di analisi o di geometria superiore, 
ma semplicemente professori di matematica, ciascuno dei quali va 
svolgendo di semestre in semestre quegli argomenti che le sue speciali 
tendenze e ricerche, talvolta anche i desideri degli studenti che alle 
sue lezioni assistono, oppure altre circostanze qualsiansi, pit gli consi- 
gliano (*). I corsi tenuti in un semestre qualunque si continuano forse, 


(') Eidiversi professori non vengono nemmeno nominati, come da noi, per 
concorso. Le Facolta stesse, quando vi rimane un posto vacante, invitano 
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ma certo non si rifanno nel semestre successivo; potranno pero ripetersi 
(e si capisce) dopo un periodo pit o meno lungo, per cura dello stesso 
insegnante o di qualche altro. 

Da questo lato noi siamo dunque colle Universita tedlesche, in piena 
opposizione. Quale dei due sistemi sia il migliore, io francamente non 
mi sento di dirlo. Probabilmente da una parte e dall’altra vi sono 
vantaggi e inconvenienti. Sono certo immensi i vantaggi del sistema 
in uso nelle Université tedesche, sistema che permette di evitare molti 
guai, fra noi continuamente lamentati. Ma anche il sistema tedesco ha 
ij suoi inconvenienti, e per quanto a Gottinga soprattutto si sia fatto e 
si faccia tutto il possibile per rimediarvi, non mi pare tuttavia che si 
sia ancora riesciti a porvi riparo completo. 

In primo luogo é chiaro che con un campo cosi vasto, e anzi sempre 
pitt vasto, dal quale i singoli insegnanti, a volte anche non troppo 
numerosi, devono trarre l’argomento delle loro lezioni, non sar&é sempre 
possibile, o almeno non sara facile dare nella scelta la dovuta im- 
portanza ai corsi elementari, basi di ogni altro insegnamento, e ripetere 
questi stessi corsi in modo che sempre agli studenti sia dato di assi- 
stervi fin dal principio dei loro studi. La divisione dell’anno in due 
semestri, e la possibilité di avere nell’uno e nell’altro dei due studenti 
nuovi del tutto allo studio della matematica, rendono questa difficolta 
ancor maggiore. A questo inconveniente gravissimo si cerca dapertutto 
di ovviare il meglio possibile; spesso si invitano o si incaricano i liberi 
docenti o i professori pid giovani di tenere corsi elementari, e a Gottinga 
si @ stabilito anzi in questo senso un certo qual turno. fra i diversi 
insegnanti. Cosi nel semestre invernale 1893-94 si ebbe un corso di 
Calcolo differenziale e uno di Geometria projettiva, e al primo fece 
seguito nel semestre estivo quello di Calcolo integrale, mentre nello 
stesso tempo il prof. WrBErR dava principio a un corso di « Linleitung 


direttamente il tale o il tal altro a venirlo a coprire. E in cid principalmente 
che si esplica la pur limitata autonomia amministrativa delle Universita 
tedesche; autonomia limitata, in quanto che il Kurator o cancelliere 
(rappresentante del Governo) vi esercita un vero e proprio ufficio di sor- 
veglianza su tutta quanta la gestione economica, ma alla quale le Universita 
stesse hanno pur sempre un certo diritto, poiché, almeno in parte, vivono 
di redditi propri. E di questo diritto appunto esse si valgono per aumen- 
tare, quando sia il caso, gli stipendi dei professori, e chiamare a sé o 
trattenere i pit’ insigni. Va da sé che un invito (Ruf) ad altra Universita 
(la quale offra, come sempre avviene, condizioni migliori) richiede in 
generale un aumento di stipendio per parte dell’Universita minacciata, 
perché il professore rimanga. 
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in die hihere Mathematik », corso che verra continuato nell’inverno 
prossimo, e nel quale vengono esposti gli elementi della geometria 
analitica e del calcolo infinitesimale, ma collo scopo precipuo (e con- 
viene notarlo) di darne un’idea non tanto agli studenti di matematica, 
quanto a quelli di chimica e di scienze naturali, che pitt non possono 
(0 non dovrebbero) oggigiorno restare de] tutto estranei agli studi 
matematici. Ma la seconda parte di questo corso non potra esser se- 
guita con profitto — e si capisce — da chi non ha assistito alla prima, 
e fra gli altri corsi annunciati per linverno 1894-95 solo quello di 
geometria descrittiva sarA adattato ai nuovi studenti (‘). E per quanto 
nei primi semestri sia molto consigliato lo studio delle materie comple- 
mentari (Nebenfdcher), sarebbe tuttavia desiderabile che uno studente 
di matematica potesse assistere gid nel primo semestre a qualche corso 
principale oltre la geometria descrittiva, alla quale il pitt delle volte 
egli non saré nemmeno del tutto nuovo. 

In Italia questo inconveniente non pud presentarsi. I corsi elemen- 
tari — che sono in sostanza quelli stessi prescritti per i] conseguimento 
della licenza in scienze fisico-matematiche (*) — vengono tenuti rego- 
larmente ogni anno, e comprendono sempre, su per giit, le stesse cose 
fondamentali. In Francia questi stessi insegnamenti vengono gia dati 
nel corso di Mathématiques spéciales, una delle tante suddivisioni delle 
ultime classi del Ginnasio. In Danimarca (ossia a Kopenhagen) gli 
studenti li ricevono nella Scuola Politecnica, dove si trattengono due 
0 tre anni, e solo dopo cominciano a seguire i corsi universitari. E 
una parte importantissima hanno i corsi elementari anche nelle diverse 
Universita degli Stati Uniti d’America (cfr. ad es. gli Annuari delle 
Universita di Wisconsin, California, ecc.). 


.*, 
* oF 


Ma c’é anche un altro inconveniente, che pud diventar grave (’*). 
In mezzo a tanti corsi, e tanto svariati, non é facile orizzontarsi, e 
tanto pitt difficile &é questo per lo studente novello, il quale a mala pena 


(') Il prof. ScHOnriies terra pero anche un corso di algebra, pit o meno 
elevato secondo gli studenti che si presenteranno per seguirlo. 

(?) Pit, forse, la meccanica razionale. : 

(3) Potrebbe forse sembrare a prima vista che, colla liberta lasciata ai 
diversi professori, si avesse anche a deplorare nell’insegnamento sia la man- 
eanza di un’unita di indirizzo, sia uno qualunque dei tanti inconvenienti, 
che potrebbero appunto provenire dal non essere i diversi insegnamenti 
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sapra (e forse nemmen tanto) che il corso di calcolo infinitesimale 
deve esser seguito ad es. prima di quello di meccanica, sia pur ele- 
mentare, e quello di geom. analitica prima di uno sulla teoria generale 
delle curve e superficie. Va bene che tutti gli insegnanti sono sempre 
prontissimi ad aiutare i giovani coi loro consigli e a dirigerli nella 
scelta dei corsi, ma non tuttii giovani hanno il coraggio o quel tanto 
di iniziativa che occorre per rivolgersi a loro, e alcuni, molti anzi, 
si contentano a volte di escire dall’imbarazzo come meglio possono, 
da soli (*), o coll’aiuto di qualche studente pitt anziano si, ma che 
potra’ anche dar loro per inesperienza dei consigli assai poco oppor- 
tuni (*). E se a quest’incertezza in cui ogni studente deve trovarsi 
da principio (e a volte anche pit tardi) aggiungiamo la mancanza, 
talora, di certi corsi elementari, e l’abitudine degli studenti tedeschi 
(che potra anche avere il suo lato buono) di cambiare ogni momento 
di Université, non potremo certo meravigliarci di trovare a volte stu- 
denti che parlano, e anche con cognizione di causa, di funzioni pitt o 
meno trascendenti e di equazioni differenziali, mentre d’altra parte non 
sanno che esista un teorema di Cartesio per le equazioni algebriche, e 
non sono capaci di tener dietro ai pitt semplici ragionamenti di geo- 
metria projettiva ! 

Per rimediare a quest’inconveniente gravissimo i professori del- 
l’Universita di Gottinga hanno compilato e pubblicato uno Studienplan, 
che viene distribuito man mano a tutti i nuovi studenti, e che si cerea 
anzi di diffondere dovunque il pit possibile. Lo scopo di questo Stw- 
dienplan & definito nettamente dalle sue prime parole: 

« Wir geben den Herrn Commilitonen, die sich fiir das héhere 


fra loro coordinati. Ma, a Gottinga almeno, i vari corsi vengon sempre 
stabiliti, semestre per semestre, di comune accordo fra i diversi insegnanti, 
che si riuniscono a tule scopo, in tempo debito, in apposita seduta; sieche 
da questo lato — salvo quel po’ che é detto sopra a proposito dei corsi 
elementari — non vi sono certo inconvenienti da lamentare. 

(‘) Val la pena di riferire una risposta che ebbi a questo proposito da 
un giovane studente, che non era neppure dei meno intelligenti: « Comincio 
« @ andare a parecchi corsi; dove capisco, mi fermo; dove non capisco, 
« smetto ». 

(?) Questa difficolta diventa poi maggiore, e anzi addirittura enorme, 
nelle Universita pit grandi, dove da un lato i corsi sono in molto maggior 
numero (come p.e. a Berlino, dove per l’estate scorso erano annunciati ben 
19 corsi di matematica, senza contare quelli di astronomia, meceanica e 
fisica matematica), e d’altra parte anche le relazioni personali cogli inse- 
gnanti diventano assai pid difficili. 
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Lehramt in Mathematik und Physik vorbereiten wollen, einen Weg- 
weiser durch das weite Gebiet dieser Wissenschaften, dem sie wiihrend 
ihrer Studienzeit folgen kénnen. — Es ist nicht die Absicht, einen 
genauen Studienplan zu entwerfen,...» ma solo di dare « einen 

Ueberblick tiber die Gesammtheit der Fiichern, die im Laufe einiger 

Semester in den Vorlesungen der hiesigen Universitdt vorgetragen 
werden...» 

(on questo Studienplan il compito di ogni studente rimane molto 
facilitato, e l’imbarazzo in cui esso pud trovarsi da principio molto 
diminuito. Certo che qualche difficolta rimane sempre, e non si pud 
davvero meravigliarsi, se a volte il fatto solo di un corso annunciato 
sotto un nome diverso basta a sconvolgere un po’ le idee di qualche 
studentino; ma con tutto cid lo Studienplan dell’ Universita di Got- 
tinga ¢ sempre un lavoro assai utile ed accurato, del quale val la pena 
di discorrere un po’ pit a lungo. 

In una breve introduzione allo Stwdienplan si danno alecune avver- 
tenze generali, e fra le altre si raccomanda ai futuri insegnanti di scuole 
secondarie (e sono i pit!) di non perder d’occhio questa loro missione 
avvenire, e di ben notare l’importanza delle odierne scienze esatte per 
la cultura generale da un lato, e per la luce che da un altro lato anche 
questioni elevate possono gettare su questioni elementari, che diretta- 
mente interessano il professore di Ginnasio. — Viene poi una prima 
parte, o parte generale, nella quale si discorre dei corsi elementari, 
della necessiti di ritornare da sé sulle lezioni udite e di rivedere con 
cura gli appunti presi, del numero dei corsi a cui in ogni semestre 
si pud o conviene assistere, dei corsi complementari, dei seminari ed 
esercitazioni pratiche, e infine anche della necessité di completare da 
sé la propria cultura, soprattutto colla lettura attenta di opere originali. 
La seconda parte tratta dei corsi, che vengono divisi in tre categorie: 
Corsi elementari {Anfangsvorlesungen) che vengono tenuti — o almeno 
dovrebbero esserlo — ogni anno; corsi pit elevati, di carattere generale 
(allgemeine Vorlesungen), che si ripetono ogni due o tre anni, e corsi 
speciali (Specialvorlesungen), che mutano secondo lo stato della scienza 
e le tendenze personali dei diversi insegnanti, sieché non é possibile 
stabilire per essi un turno determinato. 

Come corsi elementari sono notati: Geometria analitica, Calcolo 
differenziale e integrale, e Meccanica; pit la Einleitung in die hohere 
Mathematik, della quale ho gia discorso. 

Come allgemeine Vorlesungen sono notati invece, con brevi illu 
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strazioni, i corsi seguenti: Algebra, Teoria det numeri reali e complessi, 
Geometria projettiva e descrittiva ('), Geometria infinitesimale, calcolo 
integrale (nelle sue parti pit elevate), Teoria delle funzioni, Meccanica 
superiore (e particolarmente Teoria di Hamilton), Teoria del poten- 
ziale, Equazioni alle derivate parziali, diversi corsi di fisica matematica 
(elettricita, ottica, acustica,...), astronomia generale, calcolo delle pro- 
dabilita. A questi sarebbero ancora da aggiungere i corsi compresi sotto 
il nome di Enciclopaedy der Elementarmathematik, i quali avrebbero 
appunto lo scopo di gettar luce da un punto di vista alquanto pitt elevato 
su questioni di matematica elementare (*). 

(Juanto infine ai corsi speciali, ne sono dati diversi esempi, tolti fra 
quelli tenuti negli ultimi semestri, sia nel campo dell’Algebra (Teoria 
degli invarianti, numeri algebricé), sia in quello della Geometria, della 
Teoria delle funzioni, dell’Astronomia, della Fisica matematica. — 
Poche parole sono poi ancora dedicate ai corsi complementari, e in 
particolare alle philosophische e alle naturwissenschaftliche und geogra- 
phische Vorlesungen, che mentre da un lato servono di complemento 
agli studi matematici propriamente detti, dall’altra formano anche parte 
importantissima della cultura generale (*). 


* 
* 


Da queste poche notizie non sara difficile rilevare che fin dai corsi 


elementari si manifestano in Germania, nell’insegnamento della mate- 
matica, abitudini e tendenze alquanto diverse dalle nostre. Molto ci 


(‘) Ogni due o tre anni soltanto dunque il corso di Geometria projettiva; 
€ cosi quello di Algebra, ecc. 

(?) A questo gruppo di corsi apparterrebbe precisamente quello tenuto 
nell’estate scorso dal prof. KLEIN sotto il titolo: Ausgercdhlie Fragen der 
Elementargeometrie. In questo corso furono trattate alcune questioni sulla 
possibilita o meno di eseguire determinate costruzioni geometriche (raddop- 
piamento del cubo, trisezione dell’angolo, quadratura del circolo) con de- 
terminati mezzi. Le questioni proposte si traducono, come noto, in deter- 
minati problemi analitici, e cosi p. e. il caso in cui si disponga, come 
generalmente avviene, della sola riga e compasso, conduce a discorrere 
della risoluzione di certe equazioni per radicali quadratici. Ma costruzioni 
che colla sola riga e compasso non si possono ancora eseguire, diventano 
invece possibili quando si disponga di mezzi pit elevati, e lo stesso nu- 
nero 7 (che HERMITE € LINDEMANN dimostrarono non essere algebrico) si pud 
Oggi costruire coll’integrafo di ABDANK ABAKANOWICZ. 

(*) Per la parte relativa ai Seminari, cfr. pid avanti. 
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sarebbe da discorrere su questo argomento; ma io mi limiterd a far 
qui notare una cosa sola. Da noi é parte importantissima dell’inse- 
gnamento elementare (ossia del primo biennio) la Geometria projet- 
tiva, la quale assai di spesso, forse anzi sempre, viene studiata gia 
nel primo anno di corso. E si pud quasi dire che @ questa (insieme 
alla Geometria analitica, colla quale anzi in certe Université forma — 
ed é bene assai! — un corso solo) la materia, sulla quale si concentrano 
quasi tutti gli sforzi del primo anno. L’Algebra non é (in molte parti 
almeno) che la continuazione naturale (a volte anche la ripetizione) di 
quanto i giovani hanno gia appreso nei Licei e negli Istituti Tecnici, 
e il calcolo infinitesimale viene quasi sempre rimandato al secondo 
anno. — In Germania invece si mettono gli studenti novelli subito alle 
prese col calcolo; si insegna loro fors’anche nello stesso tempo (e senza 
troppo insistervi) un po’ di geometria analitica, e la geometria projettiva, 
soprattutto se trattata sinteticamente, la si rimanda a pit tardi, salvo 
poi non occuparsene affatto o quasi, se intanto lo studente acquista, come 
spesso avviene, un sacro orrore per tutto cid che sa anche solo lontana- 
mente di geometria, invece di essere pura e purissima analisi. — Da 
questo lato dunque le consuetudini italiane mi sembrano forse preferibili. 
La geometria projettiva mi sembra ottima ginastica della mente, e offre 
anche ai giovani un numero grandissimo di questioni facili e pur in- 
teressanti, che sono assai atte a infondere in essi l’amore alla scienza. 
Invece il caleolo infinitesimale @ materia forse pitt astrusa, e sara 
meglio e pitt facilmente gustata da giovani che hanno gid compiuto 
un anno di studio nelle Université, senza tener conto poi dell’oppor- 
tunita di conoscere gid prima, ea fondo, gli elementi della geometria 
analitica, piuttosto che andarseli studiando, pitt o meno in fretta, man 
mano che -occorrono o che si rendono utili nelle applicazioni ('). 
a 

D’altra parte perd @ innegabile che la Lern-und Lehrfretheit delle 

Universita tedesche offre dei vantaggi grandissimi, dei quali a chiunque 


(') Lo studio sollecito del caleolo infinitesimale é richiesto pero in Ger- 
mania da una ragione che per noi non sussiste. Per l’esame di Stato, che 
spesso viene dato dopo circa otto semestri di studio, si richiedono delle 
coguizioni di fisica matematica molto superiori a quelle che gli studenti 
acquistano di solito nelle nostre Universita, dove in un anno solo ben | ochi 
argomenti possono venir trattati. E i diversi corsi che a tal uopo devono 
venir seguiti richicdono tutti, naturalmente, che i giovani ne abbiano gia 
seguito prima uno di meceanica, e prima ancora, quindi, di calcolo infinitesi- 
male.. Da cid la necessitia di cominciare presto cogli elementi di quest’ultimo. 
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sari facile rendersi ragione. E in questo modo che l’insegnante pud 
condurre davveroi giovani nelle regioni pit elevate della scienza, e 
particolarmente in quelle che a lui sono pit famigliari, continuando 
di semestre in semestre un dato corso 0 gruppo di corsi, tendente a 
mettere in luce un dato capitolo o ramo di scienza. E cosi ad es. che 
Villustre KLEIN colle sue lezioni sulla Geometria non euclidea (1889-90), 
sulle Superficie di Riemann (1891-92), sulle Equazioné differenziali 
linearé (1890-91 e 1893-94), in parte anche colla Hihere Geometrie IT 
(1893), e infine colla Zahlentheorie del prossimo semestre invernale, va 
facendo luce nel campo, assai oscuro da principio, ma che si va ora 
man mano rischiarando, delle FUNZIONI AUTOMORFE. 

Riassumendo, la differenza fra l’insegnamento italiano e quello tedesco 
si pud forse caratterizzare (in tesi generale) cosi: In Italia si danno agli 
studenti di matematica delle ottime basi, ma appunto perché a queste si 
pone ogni cura (e un po’ anche per altre ragioni) manca di solito il 
tempo di condurre i giovani molto avanti nella scienza, e non sono 
frequenti i casi in cui nei corsi di analisi, di geometria, di meccanica 
superiore, 0 in quello di fisica matematica si pud esporre qualche capitolo 
di scienza un po’ elevato. In Germania invece si sorvola spesso sulle basi 
(e pit specialmente su certe parti di queste), e si lascia quasi agli stu- 
denti di buona volonta la cura di completarsele, ma si ha cosi anche 
il modo di condurre chi ha potuto e saputo procurarsi queste basi molto 
pit avanti (in certi campi almeno) di quanto da noi avviene. 

L’uno e l’altro dei due sistemi ha i suoi lati buoni. Ma non sarebbe 
possibile, conservando pur com’é, o quasi, il nostro primo biennio, 
riordinare il secondo in un modo analogo a quello ch’é in uso nelle 
Universita tedesche, e con idee quindi che riescirebbero certo pil 
conformi alle esigenze della scienza moderna? — La questione viene 
qui anche a collegarsi strettamente con quella vecchia e tanto dibattuta 
degli esamié. 


* 
* 


Nelle Université tedesche non si danno esami speciali sui singoli 
corsi, come avviene da noi, e un tal sistema sarebbe infatti assoluta- 
mente incompatibile col modo in cui l’insegnamento viene impartito. 
Colla liberté che ad ogni insegnante @ lasciata nella scelta dell’argo- 
mento delle sue lezioni, non si potrebbe prescrivere tutt’al pid che un 
numero minimo di esami speciali, e anche questa sarebbe una prescrizione 
senza alcun valore pratico e affatto insufticiente come garanzia delle 
cognizioni acquistate e della diligenza dimostrata dai vari studenti. 
Tutto & riposto quindi negli esamé di Stato, i quali aprono la via, se- 
condo i casi, all’insegnamento o all’esercizio delle diverse professioni. 


Rivista di Matematica (dicembre 1894). 12 
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Per quanto si riferisce in particolare agli studi fisico-matematici, 
V’esame di Stato 6 un primo passo verso l’idoneita all’insegnamento 
nelle scuole secondarie (Gymnasien. Realgymnasien, Realschulen); dico 
un primo passo, perché, superato anche l’esame, occorre pur sempre 
un anno almeno di tirocinio, prima di poter essere inscritti nell’elenco 
degli aspiranti a un tale insegnamento. I posti che si vanno man mano 
rendendo vacanti vengon poi dati ai diversi candidati, per ordine di 
anzianita. In Prussia quest’elenco é tenuto anzi separatamente per cia- 
scuna delle diverse provincie; ma da qualche anno in qua pud anche 
esservi inscritto chi abbia dato l’esame in un’ Université non Prussiana, 
purché sia egli stesso Prussiano di nascita. All’esame di Stato i giovani 
possono presentarsi (in Prussia almeno) dopo sei semestri di studio; ma é 
ben raro il caso che qualeuno vi si presenti prima dell’ottavo semestre. 
Gli esami sono scritti e orali. I primi consistono in un certo numero 
di lavori scritti, su temi assegnati, per svolgere i quali si lascia del 
tempo parecchio. I secondi comprendono materie principali (ad es. ma- 
tematica e fisica), materie secondarie (scienze vaturali) e cultura gene- 
rale (storia della letteratura, filosofia, religione); in tutto otto o nove 
materie, sicché il lavoro di preparazione riesce sempre assai faticoso. 

Ben distinta dall’esame di Stato é invece la lawrea, la quale con- 
ferisce il titolo, puramente onorifico, di doctor, colla qualifica della 
Facolta in cui questo titolo é stato conseguito; secondo i casi dunque, 
doct. theol., doct. med., doct. jur. o doct. phil. Quest’ultima laurea cor- 
risponde da sola alle nostre in lettere e in filosofia, in matematica, 
fisica, chimica e scienze naturali, essendo i relativi insegnamenti tutti 
compresi nella philosophische Facultdt. Per questa laurea si richiede 
come da noi una dissertazione scritta su argomento di libera scelta, e 
un esame orale. Per quanto si riferisce alla dissertazione, é@ forse dif 
ficile dire, in tesi generale, quali siano le esigenze, tanto pitt che queste 
possono anche variare a seconda degli insegnanti e delle Universita; 
tutto sommato perd, credo non ingannarmi dicendo che si richiede 


qualeosa di pitt che non da noi (*) (*) 


(‘) E cid @ provato indirettamente anche da una disposizione, la quale 
prescrive che tutte le dissertazioni di Laurea siano date alla stampa. 

(7) La distinzione fra Laurea ed esame di Stato é comune anzi, come 
ho detto, a tutte le Facolta. Cosi p.e. nella Facolti: medica l’esame di Stato 
conferisce il titolo di approbirter Arzt, ossia medico nel vero senso della 
parola, e la laurea quello di doct. med., ossia dottore in medicina. Si pud 
dunque esser medico senza esser dottore in medicina, e viceversa. — Nella 
Facolta medica l’esdme di Stato si divide perd in tre parti, che vengon 
date successivamente in epoche diverse, e vertono anche rispettivamente su 
diversi gruppi di materie. 





ni SF ose 


Un riordinamento del nostro secondo biennio di matematica nel 
genso accennato poc’anzi, come l’ebbe anche a propugnare in questa 
stessa Rivista, circa un anno fa, l’Egr. Prof. Pascau (*), porterebbe 
come conseguenza necessaria l’abolizione degli esami speciali del 3° e 
4° anno, e l’introduzione di una specie di esame di Stato, che abilitasse 
all’insegnamento nelle scuole secondarie. Ma questa seconda riforma, 
come lo stesso Prof. PascaL ha giustamente osservato, completerebbe 
la prima nel modo pitt opportuno, e cid anche per parecchie altre ra- 
gioni, sulle quali sorvolo, rinviando il lettore all’articolo citato del 
Prof. PAscAL. — Ma anche un altro vantaggio ci sarebbe dato in 
questo modo di raggiungere; si potrebbe cioé tenere la Laurea in 
Matematica, come cosa indipendente dall’esame di Stato, a un livello 
molto pitt alto di quello che oggi non sia. Non vi @ nessun paese del 
mondo dove una Laurea (e specialmente una Laurea in matematica) 
si acquisti cosi a buon mercato come in Italia. Per non parlare della 
Germania, mi basti dire che in Francia si lawreano soltanto persone 
di una certa eta, le quali abbiano presentato un lavoro di vera e 
indiseussa importanza scientifica, e a prova di questo sta il fatto che 
nella Facolti’ di Parigi le Lauree in matematica non furono in tutto 
il ventennio 1871-90 che circa ottanta (*). In Inghilterra la Laurea é 
anche un titolo onorifico, non facile a conseguirsi; in Danimarca e in 
Svezia essa abilita senz’altro alla libera docenza, ed esige percid nel can- 
didato requisiti corrispondentemente superiori. E infine nella maggior 
parte delle Universiti Americane il titolo di Doctor of Philosophy (*) 
non é che un Third degree, mentre il first degree, per il quale si ri- 
chiedono pure, come da noi, quattro anni di studio, non conferisce che 
il titolo di Bachelor (bacceliere) of Arts, of Science, of Letters, e in 
mezzo ai due sta ancora il Second degree, cioe il Master of Arts (Ma- 
gister artiwm), o anche of Letters, 0 of Science. Soprattutto sarebbe bene 
che la Laurea fosse qualcosa di diverso da un complemento necessario 
e spesso immediato di un determinato corso di studi (e tale ¢ proprio 


sgraziatamente da noi! (*)); e a questo proposito mi piace anzi ripor- 


(‘) Cfr. questa Rivista; vol. Ill (1893): p. 170-179. 

(*) E forse una mezza dozzina nelle provincie! Questo mostra pure come 
tutto il movimento, anche scientifico, della Francia tenda a concentrarsi in 
quella gran capitale! 

(*) Questo nome unico dato anche qui a una Laurea, che corrisponde da 
sola a parecchie fra le nostre, non mi sembra certo costituire una differenza 
sostanziale. 

(*) E la dissertazione richiesta, per la quale non si hanno a volte che 
esigenze assai limitate, non muta certo sensibilmente lo stato di cose. Un 
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tare le parole seguenti, lette sul Catalogue of the University of 
Wisconsin (1893-94). 

This degree (Doctor of Philosophy) will not, however, be conferred 
simply on the ground of the completion of study for the prescribed 
length of time. Special attainments are requisite; particularly the 
power of original thought and indipendent investigation..... A thesis 
must be presented, which shali give evidence of original research and 
indipendent treatment... 

Parole veramente sagge e assennate. E io vorrei davvero augurarmi 
che presto la si pensasse cosi anche in Italia!... 


Ma c’é anche un altro punto, relativo all’insegnamento della ma- 
tematica in genere, del quale voglio far cenno, sia pur brevemente. 

Nelle Universita si trattano oggigiorno le pitt alte questioni scien- 
tifiche, e si discutono a volte anche problemi che segnano |’estremo 
limite al quale Ja scienza per il momento @ giunta. Ma a lato delle 
Universita propriamente dette (0 meglio delle Facolta di Scienze) vi 
sono altri Istituti d’Istruzione Superiore, gli Istituti Tecnici Superiori 
(Seuole d’Applicazione per gli Ingegneri), nei quali lo studio della 
scienza pura non é certo spinto tanto innanzi, ma si da invece la 
preferenza a quei problemi speciali, che pii direttamente interessano 
i bisogni della vita pratica. E, non pit a fianco, ma solo un gradino 
pitt in basso delle Université stanno anche gli Istituti, troppo spesso 
dimenticati, d’istruzione secondaria, nei quali altri ingegni, meno 
in vista forse, ma non per questo a volte meno benemeriti, sudano a 
dirozzare forse ancora quelle menti che, salito poi l’ultimo grading, 
andranno a ricevere negli Istituti Superiori il pane della scienza, pura 
0 applicata. Or bene, a chi le sta a fianco e a chi a breve distanza 
la segue, sempre conviene che 1’Université stenda le braccia per reci- 
proco aiuto; reciproco, in quanto che, da una parte e dall’altra, sempre 
vi sara da guadagnare. 

In primo luogo, per far progredire la scienza, bisogna risolvere dei 
problemi; e per quanto di questi ultimi non ve ne siano mai troppo 
pochi, non sara male ricordare che la maggior parte di essi ci vennero 
dati e ci vengon proposti tuttora dalle diverse scienze applicate (‘) 


lavoro particolare (thests) si richiede del resto anche per i} conseguimento 
del titolo di Bachelor. 

') E fra queste sarebbe naturalmente prima la fisica. Diceva appuuto 
il KLEIN, che cid che ¢ importante per la fisica Jo 6 quasi sempre anche per 
la matematica; e viceversa/ 
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dai bisogni della vita pratica. Da cid dunque la necessita, o almeno 
la somma convenienza per gli Istituti destinati anche a far progredire 
Ja sola scienza pura, di tenersi continuamente a contatto di quegli altri, 
nei quali le scoperte gid fatte ricevono il battesimo dell’utilita pratica, 
e che ad essi potranno in pari tempo fornire ottimo argomento di nuovi 
studi e nuove ricerche. D’altra parte @ pur chiaro, che anche a questi 
ultimi Istituti il contatto coi primi, i cui risultati essi hanno continua- 
mente da applicare, non potrd essere che di giovamento. 

In secondo luogo poi basterd osservare che, mentre le Universita 
ricevono dalle scuole secondarie i loro studenti, esse devono in pari 
tempo fornire a queste gli insegnanti, sicch® un buon accordo fra le 
une e le altre diventa, nonché utile, quasi indispensabile. L’insegnante 
di Universita che meglio conosca i bisogni delle scuole secondarie, 
meglio potra addestrare i suoi studenti ad insegnare quivi un giorno; 
e l'insegnante di queste, al quale sia dato modo di mantenersi in rap- 
porti colle Universita, potrA pitt facilmente tener dietro ai progressi 
scientifici, e adempiere anche meglio al proprio ufficio. 

Cid posto, si potrebbe domandar come vanno le cose in Germania 
da questi due lati. In Italia, mentre le Universit’ mantengono pur 
sempre rapporti pitt o meno stretti colle Seuole d’Applicazione per gli 
Ingegneri, esse vivono anche e prosperano senza quasi curarsi degli 
Istituti d’istruzione secondaria. In Germania invece avviene tutto il 
contrario, quanto al primo lato, si é ancora indietro; ma si é fatto e si 
fa molto dal secondo. 

In Germania vi ¢ oggi ancora separazione quasi assoluta fra le Uni- 
versiti e gli Istituti Tecnici Superiori (Technische Hochschulen). Per 
quanto da tempo parecchio sia invalso l’uso di aftidare in questi Istituti 
a scienziati insigni la cattedra di matematica, pure il fatto stesso che 
essi si trovano generalmente (con poche eccezioni, ad es. Charlottenburg- 
Berlino e Monaco) in citta prive di altri Istituti Superiori contribuisce 
gid non poco al loro isolamento; e solo in questi ultimi tempi si sono 
alzate aleune voci contro questo stato di cose. Mirabile esempio di fusione 
invece la Francia, dove i matematici pit illustri del secolo sono tutti 
esciti dall’ Ecole polytechnique! 

Ma molto avremmo invece da imparare dalla Germania per quanto 
si riferisece ai rapporti fra Istituti secondari e Superiori. In seguito a 
una disposizione del governo Prussiano ogni anno nelle vacanze Pasquali 
gli insegnanti di scuole secondarie sono invitati a riunirsi, quelli delle 
province orientali a Berlino, quelli delle province occidentali a Got- 
tinga; e li rimangono cirea quindici giorni, a contatto degli insegnanti 
Universitari. Conferenze e lezioni permettono da un lato ai numerosi 
convenuti di tenersi al corrente dei tanti e tanti progressi che la scienza 
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va continuamente facendo, mentre d’altra parte anche gli insegnanti 
di Universitd hanno modo di rendersi esatto conto dei bisogni e dei 
desideri dei primi. Le poche lezioni si aggirano naturalmente su quegli 
argomenti che pii possono interessare i convenuti; cosi a Gottinga 
nell’anno corrrente il prof. KLEmN ebbe a dimostrare che e€ e = non 
sono numeri algebrici; il prof. Drupr riprodusse le ormai famose 
esperienze del compianto Hertz; e altre lezioni tennero i professori di 
zoologia, botanica, ecc. (‘), 

Sui corsi tenuti quest’anno all’Université di Gottinga non mi trat- 
terrd qui a lungo. — L’ Université conta oggi tre professori ordinari 
di matematica; ScHERING, KLEIN, e WEBER. A questi sono da aggiun- 
gere Voiat, professore di fisica matematica, e Scuur, di astronomia; 
Direttori questi rispettivamente della sezione corrispondente del Gabi- 
netto di fisica, e dell’Osservatorio astronomico. ScHERING é anche Di- 
rettore del Gauss’ erdmagnetisches Observatorium, nel quale si fanno 


osservazioni e ricerche di magnetismo terrestre. 

E. professore straordinario Scuénruies. Liberi docenti durante l’anno 
1893-94 erano FricKr, ora professore alla Scuola Superiore di Brawn- 
schiveig; BURKHARDT, e€ AMBRONN (astronomia). RITTER e BOHLMANN 


daranno principio al loro insegnamento solo l’inverno prossimo. 

Dei due corsi del KLErN sulla funzione ipergeometrica e sulle equa- 
ziont differenzialt linearit di 2° ordine, il primo é gia uscito, il secondo 
uscira fra breve litografato. Al corso di Geometria elementare ho gia 
accennato (in una nota); fu un corso interessante anche dal lato sto- 


(4) Non sara fuor di luogo il notare a questo punto, come in Germania 
gia per parecchie vie si sia validamente affermata l’opportunita di non 
abbandonare gli insegnanti di scuole secondarie al loro destino e all’opera 
loro individuale, ma di riunirli a determinate epoche, per rinfrescare i 
loro ricordi scientifici, dai quali V’insegnamento che sono chiamati a im- 
partire troppo spesso rimane discosto, e per allargare possibilmente la 
loro cultura, secondo lo richiedono i progressi della scienza. Con in- 
tendimenti cosi fatti sorse anche anni sono il phystkalischer Verein di 
Francoforte 8/m, che indice annualmente riunioni di insegnanti, e provvede 
a che ad essi siano tenute conferenze, lezioni sperimentali, ecc. E degli 
interessi generali, materiali e intellettuali, degli stessi insegnanti si occupa 
assai anche il Verein zur Vdérderung des Unterrichts in der Mathematik 
und in den Naturwissenschaften, che tenne quest’anno, nelle vacanze di 
Pentecoste, a Wiesbaden la sua terza adunanza generale. 
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rico, essendovisi fatta parola di matematici di tutti i tempi e di tutte 
le nazioni, dal vecchio AnMEs — vissuto in Egitto ai tempi dei Re pa- 
stort (2000 a. A. C.?) — che ci lascid il famoso Papirus Rhind, al russo 
ABDANK ABAKANOWICZ, al quale é dovuto l’integrafo, uno dei pit re- 
centi e importanti trovati (‘) (*). 

Fra gli altri corsi, ricorderd quelli del WEBER sui numeri algebrict. 
Nel primo semestre, introdotti i concetti di nwmero algebrico e di corpo 
di numeri, fu trattato principalmente il problema della scomposizione 
in fattori ideali secondo DEDEKIND. Nel semestre estivo fu oggetto spe- 
ciale del corso la teoria corrispondente di KronrcKEr (*): 

Complemento importantissimo dei corsi sono le esercitazioni 0 semi- 
nari, che corrisponderebbero press’a poco alla nostra Scuola di Ma- 
gistero, o meglio a cid che quest’ultima era in talune nostre Universita 
(p.e. a Torino) aleuni anni or sono (*). Un estratto dello Statuto del 
mathematisch-physikalisches Seminar @ annesso allo Studienplan, di 
cui ho gid parlato, e ne definisce lo scopo colle parole seguenti: 

Die Aufgabe des Seminars ist, die Studierenden zur Selbstthitigkett 
anzuregen, und sie in der Anwendung des in den Vorlesungen Ge- 
lernten zu unterweisen. 

Questo scopo viene raggiunto mediante conferenze degli stessi in- 
segnanti, o anche esercitazioni diverse da essi dirette e consistenti in 
lavori scritti e conferenze per parte degli studenti. Ciascuno dei di- 
versi Direttort (RreckE, ScHertnc, Voret, KLEIN, Scour, WEBER) si 


(') Es zeigt stch so unsere Wissenschaft erhaben tiber dem Wechsel der 
Zeit und der Nationalitat..... 

(?) Giovera forse insistere ancora sullo scopo principale di questo corso, 
gia accennato di sopra: Es handelle sich darum, ob durch die Fortschritle 
der Mathematik neues Licht uber die elementaren Fragen welche den 
Lehrer interessieren (geometrische Constructionen, Quadratur des Kreises/ 
geworfen ist, ob die moderne Mathematik nicht bloss Dinge fiir Specia- 
listen behandelt, sondern auch Tragweitle fiir elementare Fragen besittzt. 
Eine positive Auffassung in Bezug hierauf beigebracht zu haben, und dem 
Pessimismus, welcher den Werth der modernen Mathematik fiir die All- 
gemeinhett leugnet, entgegengetreten zu sein, mug der Hauplsweck dieser 
Vorlesung gewesen sein! 

(*) ScHERING tenne anche un corso di teoria det numeri; ScuONFLIES di 
geometria projettiva e di geometria infinitesimale, Voiat di meccanica e 
leoria del potenziale; ece. 

(*) Fino al 1889. Fu allora appunto che nuove disposizioni ministeriali 
le prefissero come scopo l’addestramento dei giovani all’insegnamento se- 
condario, 
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attiene, a seconda dei casi, all’uno o all’altro sistema; e cosi mentre 
KLEIN, e a volte anche Wreser, seguono quello delle conferenze tenute 
da studenti, e Vorcr, non a torto, preferisce (nella sua materia) il si- 
stema dei lavori scritti (problemi di meccanica, ecc.), RIECKE va svol- 
gendo invece qualche capitolo speciale di fisica (ottica geometrica, espe- 
vienze di Hertz, ecc.), e ScHERING e Scuur iniziano gli studenti ai 
lavori nei rispettivi osservatori. 

Nel Seminario diretto dal Prof. KiErn le conferenze ebbero, nell’in- 
verno 1893-94, argomenti svariati, collegantisi peréd in parte colle lezioni 
sulla funzione ipergeometrica che lo stesso KLEIN andava allora det- 
tando (*). Nell’estate successivo esse si aggirarono in gran parte sulle 
funzioni sferiche (Kugelfunctionen) e loro applicazioni nella fisica ma- 
tematica (*). 

Coloro che sono ascritti al Seminario possono anche usufruire, vo- 
lendolo, della Sala di lettura (Mathematisches Lesezimmer) e relativa 
biblioteca. Scopo di questa istituzione ¢ di mettere a disposizione degli 
studenti soprattutto quei libri e periodici che pit frequentemente occorre 
di consultare; e appunto per non venir meno a questo scopo, e lasciare 
sempre tutto a disposizione di tutti, ¢ assolutamente proibito darne i 
libri in prestito. Chi desidera avere a casa qualche volume pud rivolgersi 
alla biblioteca generale (Universitétsbibliothek) che lo accorda senza 
difficolta. Per l’uso della Sala di lettura é stabilita una tassa di tre 


marchi per semestre, e di cinquwe se si desidera avere un posto speciale 


(') Woons: Ueber Minimalfidichen ; SNypER: Ueber Kugelgeometrie ; Furt- 
WAENGLER: Reduction der ganzzahligen terniren cubischen Formen. Poi: 
JAccoTTET: Ueber assymptotische Ausdriucke von Functionen; Lonny: Con- 
vergenz und Divergenz der hypergeom. Reihe F (a,b,c,x) tm Fallex=1; 
Sigs Winston: Die Zusammenhangsformeln fiir die Hauptzweige der P- 
Function; BEKE: Ueber homogene lineare Differentialgleichungen, speciell 
uber Analogien zwischen denselben und den algebraischen Gleichungen; 
S1GN4 CHISHOLM: Ueber sphdrische Trigonometrie, speciell uber mdgliche 
geometrische Deutungen der gewdhnlichen Gleichungen..... Infine per parte 
dello stesso Prof. Knern: Erkldrung der Einrichtungen und Sammlungen 
von Lesezimmer und Modellkammer. 

(?) Ganze rationale rdumliche Kugelfunctionen; Kugelflichenfunctionen; 
Kugelfunctionen als Specialfille der hypergeom. Function; Entwickelung 
einer willkurlichen Function des Ortes auf der Kugelfliche in eine Reihe 
nach Kugelfunctionen; Vergleich dieser Rethen mit Fourier’schen Reihen;... 
E poi la parte storica: Die Gaussische Theorie des Erdmagnetismus; die 
Laplace’sche Entwickelung nach Kugelfunctionen; die alten Untersuchungen 
von Sturm und LIiouvILLE tiber lin. Diffgleich. 2ter Ordnung; ece. 
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€ fisso (con cassetto); nell’uno e nell’altro caso si ricevono le chiavi 
della sala, sicché vi rimane libero l’accesso a tutte le ore del giorno. 
Nella sala sono raccolti anche i sunti (manoscritti o litografati) di pa- 
recchi corsi tenuti dal KLEIN, sopratutto in quest’ultimo decennio (credo 
anzi di tutti i corsi, dal 1884 in poi), nonché quelli delle conferenze di 
geminario, redatti dagli stessi studenti che rispettivamente le hanno 
tenute. Fra i libri sinora raccolti e fra quelli che si vanno man mano 
acquistando hanno sempre una certa parte quelli che trattano di scienze 
applicate, e anche di matematiche elementari. E fra i nuovi acquisti 
hanno larga parte anche i periodici, specialmente tedeschi e francesi 
(di italiani, sgraziatamente, nessuno!) per un valore complessivo di ben 
300 marchi all’anno. 


* 
* # 


Non sara male forse ch’io chiuda queste poche pagine con qualche 
cenno sulla vita che si vive a Gottinga, i cui particolari potrebbero 
interessare qualeuno. 

Cid che Gottinga offre di pitt curioso e caratteristico é l’insieme di 
tutti gli stranieri quivi convenuti da ogni parte d’Europa e del mondo. 
L'Universita, che non é certo in Germania tra le pitt frequentate, non 
conta pi di 800 studenti, e fra questi quelli di matematica -non sono 
in media che da venti a trenta. Ma gli stranieri, specialmente Inglesi 
e Americani, hanno in questo numero decisamente il sopravvento; e 
parecchi hanno anzi gid conseguito in patria titoli o gradi accademici, 
0 almeno seguito un corso completo di studi Universitari. Fra gli stra- 
nieri, coi quali ebbi la fortuna di imbattermi, mi piace ricordare il 
Prof. BEKE della Staatsoberrealschule di BUDAPEST, ritornato di propria 
volonté studente dopo non pochi anni di insegnamento; e oltre a lui 
ricorderd pure una gentile rappresentante della bionda Albione, figlia 
dell’alma mater Camprince. Fra gli altri paesi d’Europa, vidi rappre- 
sentate la Francia e la Svizzera, la Danimarca e la Polonia. Numerosi 
poi gli Americani, di tutti gli Stati del Nord e del Sud, dell’Est e 
dell’Ovest ; e fra questi anche altra signorina, A. B., proveniente dal- 
’Universita di Wisconsin. Antichi scolari hanno anche a volte occa- 
sione di ripassare da Gottinga, e vi si trattengono pi o meno lunga- 
Mente; cosi p. es. nell’estate scorso vi rimase oltre un mese il Prof. 
Oscoop dell’ Universit’ di CampripGE Mass., e aleuni giorni il Prof. 
Bouza dell’Universita di Cutcaco. 

I buoni rapporti, e non solo fra studenti, ma anche fra studenti e 
insegnanti, sono cementati da riunioni extrauniversitarie (o almeno 


vll’infuori dell’orario e delle lezioni regolamentari), nelle quali gli stessi 
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professori sono spesso ben lieti di sedere in mezzo ai loro studenti. Fra 
queste riunioni, che in Germania sono larga parte della vita scientifica, 
ricorderd quelle della Mathematische Gesellschaft e del Mathematischer 
Verein. 

La fondazione della Mathematische Gesellschaft risale a circa due 
anni or sono. Ne sono membri tutti gli insegnanti di matematica e 
fisica, e, per di pil, vi sono anche temporaneamente aggregati tutti 
coloro — pit che altro stranieri — che hanno seguito in una qualsiasi 
Universita un corso completo di studi fisico-matematici. La societa si 
riunisce, di solito, una volta per settimana; e uno dei membri 0 ag- 
gregati tiene una conferenza, su ricerche originali se ne ha argomento, 
o se no su altro, p. e. su qualche opera escita di recente, o su qualche 
complesso di lavori, dei quali egli si propone di dare agli altri no- 
tizia. Aggiungo qui in nota i titoli di alecune fra le conferenze tenute 
in questi ultimi due semestri (‘). 


% 
* # 


I] Matematischer Verein & un’associazione di studenti, e come tale 
partecipa a molte fra le consuetudini, a volte tanto caratteristiche, di 


(1) KLEIN: Bericht uber Amertkanishe Reise (Aug.-Sept. 1893); Ueber 
Fortscritte der functionentheor. Behandlung der Diffgleich. im letzten 
Jahrzehnt /lineare Differentialgleichungen u. Diffgleich. 1" Ordnung/; 
Ueber die in der Vorlesung ub. lineare Diffgl. bez. der Hermite ’schen 
Gleichung gegebenen Eutwickelungen; Frickr: Ueb. terndre u. quaternire 
indefinite quadratische Formen; Ueb. Vortrdge auf der Minchener Ver- 
sammlung der D. Math. Ver.; RITTER: Ueb. den Beweis des Satzes: « Bei 
stetiger Aenderung eines Fundamentalbereiches mit linearer Kantenzuorda- 
nung dndern sich auch die zugehdrigen automorphen Functionen stelig »; 
Fano: Ueb. die neuesten Untersuchungen der italienischen Geometer; Ueb. 
eigene Unters. im Geb. der Liniengeom.; SOMMERFELD: Ueb. die Methode 
der Hauptlésungen in der mathem. Physik; Ueb. Funct. reeller Verind. 
welche durch part. Diffgl. definirt sind; ScHONFLIES: Ueb. Hewagonvide; 
Ueb. regelm. u. lickenlose Anordnung von Parallelepipeden; BEKE: Bemer- 
kungen zur Picard-Vessiot ’schen Theorie der lin. Diffgleich; WrBrEr: Ueb. 
algebraische Zahlen nach der Kronecker’schen Auffassung, und 1b. die 
Beziehung der Kronecker ’schen zur Dedekind ’schen Theorie; BURKHARDT: 
Veb. mathem. Unterricht in Frankreich; Ueb. neuere Resultate von Picard 
aus der Theorie der Diffgleich.; HEEGARD: Ueb. abzdhlende Geomelrié 
(nach Vorlesungen von Prof. Zeuthen in Kopenhagen im Jahre 1891); 
ScHILLING: Ueb. den Fundamentalbereich der Schwarz ’schen s- Function 
im Falle complexer Exponenten; ecc. 
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queste stesse associazioni; notevole esempio del come scienza e diver- 
timento possano stendersi la mano. Non 4 istituzione recente, ché anzi, 
dopo esser passato per vicende pitt o meno liete ed aver vista talora 
in pericolo la sua stessa esistenza, giunse poche settimane fa a cele- 
brare felicemente il 25° anniversario della sua fondazione. E per il 
momento le sue sorti sembrano assicurate. 

Dello Statuto di questo Mathematischer Verein riproduco qui i primi 
articoli : 

§ 1. Der « mathematische Verein zu Géttingen »..... hat zum 
Zweck, das gegenseitige Bekanntwerden der Mathematiker Gittingens 
zu vermitteln, sowie denselben Gelegenheit zu geben, sich im freien 
Vortrage und in Demonstrationen an der Wandtafel zu tiben. 

§ 2. Diesen Zweck sucht der Verein durch wichentliche Ver- 
sammlungen ZU erreichen, die mit Ausnahme der gesetzlichen Ferien 
jeden Donnerstag Abend stattfinden und um 8 *|, Uhr beginnen... 

§ 3. Es ist wiinschenswerth, dass die Mitglieder des Vereins 
nach Schluss des wissenschaftlichen und geschdftlichen Theiles des 
Abends sich zu geselligem Beisammensein vereinigen. 

Lo scopo dell’associazione @ stabilito dal § 1, e sull’opportunita di 
raggiungerlo non ho bisogno di insistere. Le sedute di cui al § 2 hanno 
luogo regolarmente ogni settimana, e comprendono tre parti: Geschcift- 
licher Theil, wissenschaftlicher Theil e gemiithlicher Theil, quest’ul- 
tima in conformita del § 3. 

La seconda parte (parte scientifica) consiste per lo pitt in una con- 
ferenza tenuta da qualche studente, su tema di libera scelta (‘). Non 
si pud in queste conferenze pretendere gran cosa, perché il pitt delle 
volte si tratta di studenti ancor giovani, ma per questi appunto esse 
costituiscono un ottimo esercizio. Quando nessuno si presenti per te- 
nere la conferenza in una data sera, qualeuno dei pitt giovani (che non 
sono ancora alle prese cogli esami) pud venirvi comandato. 

A far parte del Verein sono ammessi tutti gli studenti regolarmente 
immatricolati, in quanto gid non appartengano a qualche altra asso- 
zione. Ma alle sedute possono anche assistere, e assistono anzi assai di 


(‘) Talvolta anche da ex-soci (Alte Herren); p.e. D' RittER: Ueber Grund- 
begriffe und Randbedingungen des logarithmischen Potentials; D' FELGEN- 
TRAEGER: Ueb. moderne Fernrohrkonstructionen; ecc. Ricorderé ancora i 
temi di aleune conferenze elementari dell’ultimo semestre: Ueb. Systeme 
von linearen Gleichungen; Ueb. die Theorie der reciproken Polaren ; 
Ueb. das Beriihrungsproblem des Apollonius; Ueb. Basisapparate; Ueb. 
Hygrometrie;..... 
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spesso, coloro che gid furono studenti e soci (alte Herren), e ora 
hanno raggiunto il grado di libero docente o talvolta di professore (e 
professore ordinario). E cos) appunto che si affermano vieppit i cordiali 
rapporti fra studenti e insegnanti. 

Il Verein possiede anche una biblioteca, dalla quale i soci possono 
avere libri in prestito. 

Quanto al gemiithlicher Theil, non entrerd qui in dettagli, perché 
non ne é il luogo, e troppi d’altra parte ce ne vorrebbero. Mi basti dire 
che Ja seduta é regolata dalla disciplina comune a tutte le associazioni 
di studenti, e che anche il canto vi ha larga parte (*) (*). 

Queste riunioni, nelle quali prima si attende colla dovuta sericta 
alla parte scientifica, e poi tutti si danno alla pitt gaia spensieratezza, 
sono veramente qualcosa di caratteristico e non si ritrovano, ch’ io 
sappia, in nessun altro paese. Bello sarebbe invero il poterle introdurre 
anche fra noi, perché sia pure (come li avviene) col bicchiere alla mano, 
cultura e abilité didattica dei giovani studenti sempre ci guadagnano. 
Ma non é possibile imporre di qua delle Alpi, da un momento all’altro 
o in breve periodo di tempo, cid che di 14 @ consuetudine invalsa da 
secoli e tramandata di generazione in generazione! 


Colognola ai Colli (Verona), settembre 1894. 


(‘) E una certa parte ha nel canto anche la scienza! Cfr. ad es. le Mathem. 
Lieder (Der Pytagoreische Lehrsatz, R®x, die Riemann’sche Fliche!.....). 

(7) Come associazione di studenti, il mathem. Verein appartiene, con 
altre quattro (Classisch philologischer Verein, Akad. historischer Verein, 
Akad. theologischer Verein, Theol. Verein ConcorpIA), al Verband wis- 
senschaftlicher Vereine, che é uno dei tanti gruppi aventi diritto ad essere 
rappresentati nell’Ausschuss der Studentschaft. 








Intorno ad alcune identita algebriche. 


$4. 


Nella raccolta di formule di matematica (*), pubblicate insieme col 
vol. III di questa Réivista, si trovano registrate nei nn. 62 e 63 della 
pagina 14, le identita 


(a + b)> — a — B' = 5 ab (a + b) (a? + ab + Bb?) 
(a + b)? — a’ — b° =7 ab (a+ b) (a? + ab + b*)? 


le quali dipendono, come casi particolari, dal gia noto teorema: 

Il polinomio (a + b)* — ak — b* é divisibile per a® +- ab +- b* quando 
k é della forma 6t-+1, ed é divisibile per (a* + ab + b*)® quando k 
@ della forma 6t-+-1. 

Non so se fosse parimente conosciuta la verita del teorema analogo: 

Il polinomio (a + b)* + at + b* é divisibile per a’+-ab + b* quando 
ke della forma 6t+2, ed é divisibile per (a? + ab+ b*)? quando k 
@ della forma 6t—2. 

Sta nel fatto che non si trovano nella raccolta le identita 


(a + b)? + a? + B® = 2 (a® + ab + b*) 

(a + b)' + at + bt = 2 (a? + ab + b*)* 

(a + b)§ + a® + 08 = 2 (a? + ab + Db’) (ab + 3.45 b+ 10 ath? + 
15 a? b? + 10 a? bt + 3 ab’ + B®) 

(a + b)*? + a*? + 6° = (a? + ab +b’)? (2. a® +- 6 a b + 27 ab? +- 
44 a? b§ +- 27 a? bt +- 6 ab> + 26°) , ece. 


che pure ne sono casi particolari. 
K certo poi che, posto 


Di. = q™ ie qt b See ab”-1 TE bv 


(*) Formulario di Matematica, Il, § 4, P 62, 63. 
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l’uno e l’altro dei teoremi sopraenunciati sono conseguenze dei due 
teoremi pit generali : 
I. Il polinomio 
(1) (a”—* + a? b+... + ab”? + b"—*)k — qim—thhk — aim—2)k Ok —,, 
— ak h(m—2)k — h(m—1)k 
é divisthile per D,, se k @ wn numero dispari e primo con m+-1, ed 
@ divisibile per D*,, se é inoltre k =1(modm-+-1). 
II. I1 polinomio 
(2) (a”-* + a”? b+... + ab™-® + O™-4)k + qim—Ak + qm—2)k Ok + ,,, 
+ ak hm—2)k 4 §(m—i)k 


é divisibile per D,, se k & un numero pari e primo con m-+-1, edé 
divisibile per D*,, se & inoltre k=1(modm-+1). 

A questi teoremi dimostrati nella mia Nota intitolata: Alcwne pro- 
prieta det coefficientit polinomiali, ecc. (*), mi propongo di far qui 
un’aggiunta (**), determinando valori di , minori di m, tali che 


Dn =a" + a"—tb +... + ab™—1 + 6” 


sia un divisore dei polinomi (1) e (2). 


g 2. 


Si premetta che quando m+1 é@ un multiplo di n+1, essendo 
a”tt — p+ divisibile per a*+4 — b+1, sara altresi D,, multiplo di D,, 
e quindi z polinomi (1) e (2) ammetteranno siffatti divisort Dn, allor- 
quando esst siano divisibili per D,, 

Passando poi a considerare il caso particolare di n = m — 1, e percid 


D,, eat ia — q”-1 ou qe? b ee ab”’-? aie pr-t ; 
é chiaro che, avendosi 
(a”-* + a”? b+... + ab™* + b”*)k = 0 (mod D,,_,) , 


la condizione necessaria e sufficiente affinché i polinomi (1) e (2) siano 
divisibili per D,,-, @ espressa da: 
am—Dk + a(m—2)k Hk + ,,, + qk Him—2)k + H(m—1)k = 0 (mod Dyy-,)- 


Ma questa congruenza é soddisfatta soltanto quando k ed m sono 


(*) Giornale di Matematiche. Vol. XXXI, pag. 119-136. 
(**) Essa é contenuta nei §§ 2, 3 e 4. I rimanenti paragrafi sono dedi- 
cati allo studio di altre identita. 





iano 
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primi fra loro, e percid se si avvera questa condizione, ambedue i po- 
linomé (1) e (2) saranno divisibili per D,,_,. 

A cid devesi, per esempio, che nel caso speciale di m= 2, se ké 
un numero dispari, i polinomi (a + b)* — at — b* e (a+ b)* + ak + dF 
sono ambedue- divisibili per a+b. E cosi si ha, ad un tempo: 


(a + b)* — a? — B® = 3 ab (a+ b) 
(a + b)? + a? + b* = (a+b) (2 a® + ab + 2b?) 


ed, insieme colle due identita citate in principio del § 1, si ha pure 


(a+ b)> + a° + B® = (a+ bd) (2 a'+ 3a°b+ 7 a* b?+-3.ab>+2b*) 
(a+ b)'+ a7 +b" = (a+b) (2a°+ 50° b+ 16 at b®? +19 0° D+ 
16 a? bt +- 5 ab’ +- 2 D°), 


Ma se si vuole che il polinomio (1) 0 il polinomio (2) ammettano 
il divisore D,_,, émsieme col divisore D,,, ossia (essendo D,, e D,,_, 
primi fra loro) se si vuole che l’uno o J’altro dei polinomi (1) e (2) siano 
divisibili per il prodotto D,,_,D,,, allora, ricordando che affinché il 
polinomio (1) sia divisibile per D,,, il numero k dev’essere dispari e 
primo con m-+-1, si giunge alla seguente conclusione: 

Il polinomio (1) é divisibile per il prodotto D,,_,D,, solamente 
quando k &é un numero dispari e primo cot numeri m ed m+1. 

Al contrario, poiché il polinomio (2) é@ divisibile per Dm» se k é un 
numero pari e primo con m-+1, ne consegue che m-+ 1 dev’essere 
dispari ed m pari; e quindi ¢ impossibile che k ed m siano primi fra 
loro. Dunque: 

Il polinomio (2) non & mai divisibile per il prodotto D,,,_, D 

Cid concorda, nel caso di m = 2, colle identit’ notate nel § prece- 
dente, nelle quali si trovano divisibili per (a + b) (a? + ab + 6?) i soli 
polinomi della forma (a-+ b)* — ak — dF, 

E altresi facile stabilire che solamente il polinomio (1) é divisibile 
per i fattoria, b ed a+b. 

EsemMPio. — Se si pone m=4 e kK=3, il numero k é certamente 
primo con m ed m-+1, e percid il polinomio 


m ° 


(a3 + a® b + ab? + b*)’ — a® — a b’ — a b* — b® 
é divisibile per il prodotto D, D,. Effettivamente si trova 


(a3 + a® b + ab? + b)3 — a — a B — a D° — FD? = 
3 ab (a? + a*b + ab® + b*) (at + a* b + a® b? + ab? + b*) = 
3 ab (a + b) (a? + b*) (at + a? b + a® B® + ab? + D'), 


Il fattore a+b che, come é stato osservato, deve sempre appar- 
tenere al polinomio (1) é, in questo caso, un divisore del fattore 
a +a? b+ ab? +-b*. 
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‘s. 


L’esistenza di altri valori di m, per i quali tanto il polinomio (1) 
quanto il polinomio (2) sono divisibili per D,, @ resa manifesta dal 
seguente teorema: 

Se n+ 1 & un numero primo con k, ed é un divisore di m o di 
m-+-1 (*), il polinomio (1) 0 il polinomio (2) , secondoché k é dispari 
o pari, & divisibile per D,,. 

Il polinomio (1) é divisibile per D, , anche se n+1 @ primo con 
k, ed & un divisore di m—1. 

Infatti, indicando con q e r il quoziente e il resto della divisione 
di m—1 per n+1, sara 

m—1=—(n+1)¢g+r,conr<n+l 
e mediante i principii fondamentali delle congruenze non @ difficile 
riconoscere che si ha, rispetto al modulo D, 
a” ta”? b+... + ab™-* +b"! = +19 (ar + art +...+-ab"—'+-b") , 
dalla quale si trae 
(3) (a + a”? b+... + ab”? + BO") = OM +1) ak (ar +- ar! b+... 
+ abr—1 +- br)k, 
Cos} pure si trova 
a' m—1)k ae m—2)k bk ae ak bd! m—2)k a ay m—1)k — b(n-+1) gk (a"* 1 
art) k DR, + ak D1) B+ br) + ghl(n+1)(q—1) +r +1] (ark + a(r—t)k Ok... 
+ ak O(n—Dk 4 bnk) 
Ora, essendo per ipotesi n-+-1 primo con k, e quindi 
ak + Qk + ,,, + ak —1)k + nk = 0 (mod D,,) 


Vultima congruenza si semplifica e diviene 


(4) am—Dk 4 g@(m—2)k Ok a... + H(m—1)k — H(n+1) gk (ark arr bk + 
woo + O°"), : 
In virtii di questa congruenza e della (3), i polinomi (1) e (2) am- 
metteranno il divisore D, , se saranno divisibili per D,, , rispettivamente, 
i polinomi: 


(*) Il caso di n+1 divisore di m-+-1, non si ridurra sempre a quello 
considerato nel principio del § 2, perché ora non viene affatto supposto 
che i polinomi (1) e (2) siano divisibili anche per Dn. 
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(a* + a7—1 b+... + abr—t + br)k — ak — art) k OK — ,., — 
ak b(r—1) k — hrk 
(a” + a’—1b +... + abt—! + br) + at + arth OF +... + 
ak pir—tik + ork, 

Dovendo esser 7 <i n-+1, si vede subito che si pud prendere: 

1°) =m, perché le due parti (a” + a’—1 b-+-... + abr—!+_br)* 
e F (ark + alr} k ok +... -+0b7*) che costituiscono i polinomi (5) e (6) 
risultano separatamente divisibili per D,,. 

2°) r = n—1, perché in questo caso la divisibilitaé dei polinomi 
(5) e (6) per D, @ provata dai teoremi I e II del § 1, sostituendovi 
ad m il numero 7. 

Le condizioni r =n, r =n —1, trasformano ]’eguaglianza m — 1 
=(n-+1)q+r, rispettivamente in m= (n+ 1)(¢q+ 1) ed m+1= 
(rn-+-1)(¢g-+1), e queste indicano appunto che n+ 1 é@ un divisore 
di m o di m+1, in conformita della prima parte del teorema enun- 
ciato. 

Supponendo invece 7 —0, e quindi m —1=(n-+-1)q, ossia n+1 
divisore di m—1, si verifica facilmente che i secondi membri delle 
congruenze (3) e (4) si riducono eguali a b+!’ onde pud dirsi che, 
per » =O, soltanto il polinomio (5) si annulla o é divisibile per D,,; 
e cosi é dimostrata anche la seconda parte del teorema. 


§ 4. 


Facendo uso di un teorema ausiliario dimostrato nella Nota gia 
citata (*) si giunge a provare: 
1°) Che é polinomi (1) e (2) non sono mai divisibili per D,,’, 
sen=m—l1. 


2°) Che esst sono divisibili per D,,?, se rn+1 @ primo con k 
ed é divisore di m+-1, purché sia inoltre k= 1(modn+1). 

3°) Che esst non sono mai divisibili per D,,”, se n+-1 & primo 
con k ed é divisore di m. 

4°) Che il solo polinomio (1) é divisibile per D,?, se n+-1 é 
primo con k ed é un divisore di m—1, purché sia altres k = 
(mod 2-+ 1). 

La dimostrazione di queste proprieta é analoga a quella da me fatta 

per riconoscere la divisibilita dei polinomi (1) e (2) per D’,,, e pud 
percid essere tralasciata (**), 


(*) V. Gtéornale di Matematiche, vol. XXXI, pag. 124. 
("*) Non 6 neppur necessario Viutrattenersi sulle altre proprieta cle i 


Rivisia di Matematica (dicembre bis 1894). 12* 
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Non sara inutile, invece, il verificare sopra alcuni esempi tutti j 
risultati fin qui ottenuti. 

Esempio 1°. — Per i valori di m=4 e k=7, il polinomio (1) 
diviene 


D,? — a! — ab? — a’ b§ — b*, 


Si riconosce, come nell’esempio dato alla fine del § 2, che questo 
polinomio é divisibile per il prodotto D, D,, e dalla seconda parte del 
teorema dimostrato nel § precedente, osservando che per n= 2 si ha 
che n-+-1 @ divisore di m—1, si deduce che i] polinomio stesso é 
divisibile anche per D,. Infine dall’essere 7 —1(mod 3) si conclude 
che il polinomio dev’essere divisibile anche per D,°. E si verifica, in- 
fatti, che si ha: 

D,7 — a — at b? — a’ b* — b* = Tab D,? D, D, (a8 + 2. a°b? + 
3a’ b® + a‘ bi + 3 a’ b° + 2 a b° +b). 

Anche in questo caso il divisore a +0 del polinomio é incluso in D,. 

EsEmprIo 2°, — Ponendo m= 6 e k =4, il polinomio (2) si riducea 


D,' +- a? + a'® bt + a'? D8 + a’ bt? + at b* + 5”, 


Esso, in virtit del teorema II (§ 1) @ divisibile per D,, ma non 
per D,?. Supposto n 2, il numero n-+1=3 @ primo con k= 4, 
ed @ divisore di m= 6, onde, come risulta dalla prima parte del te- 
orema del § 3, il polinomio dev’essere divisibile anche per D,; ma, 
per la terza delle propriet&é sopraenunciate, non pud ammettere il fat- 
tore D,*. Cosi si trova: 


D,* + a® + a*‘® bt + a!? b8 + a® bY + a‘ b'S -+ 6? = 2 D, D, (a?+ 
20°}? +- 30°? -+3a8 bi+4a0'b®+5a'd'+405b' + 3a'bi + 30°)" 
+ 2a? b' +b"). 

EsEmMPiIo 3°, — Se si suppone m= 5 e k= 4, il polinomio (2) di- 
venta 
D,i + at? + a** bt + a8 8 + at b'? + b', 


Essendo & ed m, in tal caso, primi fra loro, il polinomio é divisi- 
bile (§ 2) per D,. E dalla prima parte del teorema del § 3 si rileva 
altresi che il polinomio dev’essere divisibile per D, , perché, con n=2, 


coefficienti polinomiali, indicati nella stessa Nota con ,(™, vengono ad 
acquistare per la presenza dei divisori Dn e D’n nei polinomi (1) e (2), 
perche esse sono conseguenze immediate dei teoremi generali ivi stabiliti. 
(v. l. ec. pag. 128 e pag. 134 © 135). 





div 
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si ha che n+ 1 é un divisore di m-+1=6. I] polinomio é divisibile 
altresi per D,? poiché si ha 4 = 1 (mod 3). Sussiste infatti l’uguaglianza 


D,! + a’? + a!? bt + a’ 5 + at bt? + 6! = 2 D,? D, (a — a b+ 
2a° b? +- 2 a’ b® — at bt + 2 a® b> + 2 a? b° — ab? +B’). 


§ 5. 
Un’altra formula suscettibile di estensione, trovasi nella medesima 
pag. 14 della raccolta al n° 60. Essa é 
a‘ + a® b® + bt = (a? + ab + b*) (a® — ab +b’). 
Ed invero, poiché si ha identicamente 
azim+1) pe b> ut) (a nei bm+t ) (q+ i bm+t1) 
si potra, supponendo che m-+-1 sia un numero dispari, dividere il 
primo membro di questa eguaglianza per a® — b*, e i due fattori del 
secondo membro per a—b ed a+b, rispettivamente, dando luogo 
all’identita : 


a” + @(—t) 6? + q%m—2) b' +,,.+ a? Dm—1) + BO?" — (a”+a"-'b 
m-2 H2 = ee ab” ee b”’) (a” — q”* -1h + q” 2h? — ie ke b”) 


la quale si riduce a quella surriferita nel caso di m= 2. 
Aggiungasi poi che il primo membro della (7) @ della forma 
(8) qmk ae qiu—t )k bk oO qim—2)k b2k Ae oe ak bi m—1)k + pink 


M 


é, come si sa, questo polinomio é divisibile per 

(9) a” +a" * b+ a”? BF +... + ab” * + b” 

quando k ed m-+-1 sono numeri primi fra loro. Se ora si fa l’ipotesi 

che k sia pari (cid che assoggetta m+ 1 alla condizione di essere un 

numero dispari, affinché possa essere primo con k), é evidente che il 

polinomio (8) non cambia col sostituirvi — 6 in luogo di b. Esso per- 

tanto dev’essere divisibile per 

(10) a” — a” *b+a™* bh? —... — ab”™' + b” 

che @ il polinomio in cui si trasforma il (9) colla stessa sostituzione. 

E poiché i polinomi (9) e (10) sono primi fra loro, ne segue che il 

polinomio (8) @ divisibile anche per il loro prodotto. IF) adunque chiaro 

che il teorema espresso dalla (7) @ un caso particolare del seguente: 
Se m ée parie k & un numero pari e primo con m+1, il poli- 

nomio (8) @ divisibile per il prodotto dei polinomi (9) e (10) (*). 


(*) Questo teorema é analogo ad altri dimostrati nella mia Nota: Sulla 
divisibilita det polinomi, ecc., v. Periodico di matematica, anno VI. 





Alla formula (7), in cui m é@ per ipotesi un numero pari, fa riscontro 
un’altra per il caso in cui m é dispari. Essa pud essere stabilita ele- 
mentarmente nel seguente modo. 

Ammesso che m-+1 sia un numero pari, si ha 

qm+i_ bm+t 
a? — B® 


da cui 


== q®-1 4 qm5 6 + a5 bf +... + a? Ob" + 5-1 


(qm+i— fm+t)? 
\ ) mA n-3 B2 2 Rm-3 m—1\ / 1 
= (a * + a” 3 BF +... + a? BO” + DO") (aM — 


a — vb 


h n+t1 ) a?" +a? m—1) 22 Ee BS r+1h v—t ansigg —1hm+1 ee m—1 _f* 


Ma si ha d’altronde 


(amr — butt)? a?’tin pbn+t gnt+it— fn+t 
= (a +a" b 


a—b : a+b 
ot ae” a te 


a®* — b? 
a” 2h? ee ab”-1 4 b’”) (a” rs 


e percid 


(11) ae” + art) B® +, + ati bat — qu-ipmtt— ..,—a? B® 


Bd be = (a” 45 a” 1 bq” -2 b2 Be ave ab” i te b”) (a”"—a™-! bh qa”? fr 


oes +- a0"! — 9") 


La formula a* — b® = (a +- b)(a —b) , che corrisponde ad m= 1, 
é il solo caso particolare della (11) che trovasi notato nella raccolta; 
mentre se, per esempio, si fa m= 3 vi si trae 


a’ + a‘ b®? — a® b' — b° = (a*+a*b+ab?+b') (a®—a*h+-ab*—b*) 


ed altre simili se ne trarrebbero facendo percorrere ad m la serie dei 


numeri dispari. 
Si osservi ancora che il primo membro della (11) é della forma 


(m+1)k (m—1)k (m—1)k (m-+1)k 
» : a ———— 


(12) qk + q@(m—t)k fide CS 
ak bim—t _ bmk 


e che in questo polinomio (sempre supposto che m sia dispari) i primi 


m+1 ar eek . mH sak , 
—5— termini sono positivi e gli — termini rimanenti sono nega- 


tivi. Raggruppando il termine (+1 *'”? positivo col termine (n +1)?!” 
negativo, pud porsi, evidentemente 








~~ 


(m—2n—1)a (m+2n+1)k (m—2n—1)k / (m-+1)k (m-+1)k 


2 2 2 2 2 
—b 


qm—nyk 6°k — q b ig b** \a 


j 


laonde, facendo inoltre l’ipotesi che k sia un numero pari, ne viene di 
conseguenza che tl polinomio (12) é divisibile per am+1— bm+t, Da 
questo si deduce che il polinomio é divisibile tanto per 


(13) a™ + a™-* b + a-* 0 +... + ab”! + b” 


quanto per 
(14) an— arth + av—2b? — ... + ab™—t— bn 


perché questi polinomi sono ambedue divisori di a“+!— b™+1, Ma non 
se ne pud concludere che il polinomio (12) sia divisibile anche per il 
loro prodotto, perché i polinomi (13) e (14) non sono primi fra loro. 
Cid nonostante la divisibilita del polinomio (12) per il prodotto dei 
polinomi (13) e (14) pud essere riconosciuta, dimostrando che il poli- 
nomio (12), moltiplicato per a* — b*, oltre al rimanere divisibile per 
a*+t— }m+!, diviene divisibile anche per (a“+!— bm+1)? , Vi si giunge, 
senza difficoltA, mediante il teorema ausiliario di cui @ stato parlato 
al principio del § 4; e cosi, in conclusione, pud dirsi che la (11) é 
contenuta come caso particolare nel teorema: 

Se m é disparit e k & un numero pari, il polinomio (12) é divisi- 
bile per il prodotto dei polinomi (13) e (14). 


Micra SADUN. 
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